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Téljaren dr en (ndstan) manatlig skrift om matematik
och matematikundervisning riktad till gymnasieldrare och
alla andra intresserade. Jag uppmanar ldsarna att hora av
sig med egna funderingar och tankar eller intressanta saker
som kommit upp i klassrummet eller i andra sammanhang.
Det materialet publiceras i kommande nummer. Allt for att
stimulera till eftertanke, kompetensutveckling och for att
inte gldmma bort hur kul det d&r med matematik. All re-
spons &r vilkommen.

1 Hur runt?

Jag har stott pa en kul sajt http://www.howround. com/
som inneholl véldigt mycket roligt rorande geometri. Jag
har bestillt en bok som &r kopplad till sajten. Boken he-
ter How round is your circle? av John Bryant och Chris
Sangwin. Den handlar om matematik och skapande. Jag &r
overtygad om att den kommer ge massor av roliga ideer.
Besok sajten och titta pa allt de hittar pa dir!

2 kappa 2008

Arets tivling ir 6ver for min del eftersom jag gjorde det
klassiska misstaget att antaga att ett polynom har ett reellt
nollstille.

Fragan var om det fanns reella polynom p som uppfyller
(p(x))*—1=p (x*+1) for alla x? Min 16sning byggde pa
att visa att vinsterledet och hogerledet var polynom som
hade en distinkt skillnad i rotterna. Det lyckades jag med,
men vad hjélper det med felaktiga grunder?

Det blir en ny tidvling nista ar och jag uppmanar alla
ldrare att stélla upp!

3 Kontrollera alltid priset!
I frysdisken ser jag hallon som kostar 79 kr/kg, blabér kos-

tar 116 kr/kg och blandningen av hallon och blabar kostar
75 kr/kg. Jag vintar pa en forklaring av detta fenomen.

4 Flytta nagot runt ett horn

En uppgift som man
brukar se lite hidr och a
var handlar om hur
pass lang flaggstang
man kan béra i en L-
formad korridor. Si-
tuationen dr som be- b
skrivs 1 figuren, en
stang skall flyttas runt
ett skarpt horn dér en korridor med bredden a méter en
korridor med bredden b under rit vinkel.

Jag kom att tdn-
ka pa att detta pro-
blem ir ju relaterat
till fragan; vilken kur-
va erhélls d& man 1a-
ter strickan mellan en
punkt pa y-axeln och
en punkt pa x-axeln,
med fixt avstand mel-
lan sig, utgéra en ge-

neratris; varpa man —_— =

flyttar punkterna men
bibehaller det fixa av-
standet mellan punk-
terna. Se figur 1.
Kurvans utseende
bestims av lidngden
pa strickan och man kan litt tinka sig att man ldgger till
ett horn som begrinsar kurvan.
Jag fragar mig, vad
ar det for kurva som
skapas pa detta sitt?
Lat oss antaga att Ya
lingden pa strickan dr
L. Strickan med ena
dndpunkten (a,0) kal-
lar vi L, som i figu-
ren Det giller da att
den andra @ndpunk-
ten y, uppfyller y2 +
a® = L. Striickans ek-
vation blir

v =ya—x =y, (1-2) =V -2 (1-2) )

Tédnk dig nu att vi har ritat upp odndligt manga strickor
som uppfyller villkoren och vi har pa sa sitt fatt fram var
kurva. Betrakta nu ett fixt x-virde, x = b. Till denna punkt
finns ett y-virde, och detta y-virde maste da vara det hogsta
y-viirdet for alla strickor som skér x = b. Vi vill alltsa for
givet b finna det @ som ger oss det storsta y,(b) berdknat ur
(1). Vi betraktar

yalb) = VI~ <1 - b) @)

a

Figur 1: En stricka av fix
lingd genererar en kurva da
den glider ldngs koordinatax-
larna

a,

Figur 2: Strickan L,med
dndpunkt (a,0)

och antager att b ir fixt och deriverar med avseende pa a.
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Vi far alltsi a = L3b3. Detta skulle vi kunna sitta in i
(2) och erhalla ett foga spénnande forenklings arbete. Sitt

istillet in b = L% och erhill
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Vi far alltsi a = L3b3. Siitt in detta i (2) och erhaller

b
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Dividera med L och upphdj med 2/3 och erhall

() () = ()-8

Kurvan utgors alltsa av de punkter x och y sddana att
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Att ga runt ett horn innebdr da en begrinsning som séger
att kurvan skall tangera en viss punkt (a,b) men far ligga
hogre for x = a. For x > a dr kurvan naturligt avtagande sa
dar ar inget problem. Vi ser dven att (1) sdger att ett storre
virde pa L ger ett storre virde pa y. Alltsa kommer den
tangerande kurvan vara den kurva med det storsta tillatna
virdet pa L. Givet att x = a och y = b ligger pa kurvan far

vi ur (3) att
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a3 +b3 =L

2 2\ 3
L= (a3 +b3)
For fallet med a = b far vi
2 % 3
L= (2-a§> =23g=2aV2

Som &vning till ldsaren ldmnas att konstatera detta genom
att gora en skiss over situationen.

5 Fler kurvor

Det idr ju bekannt att man kan beskriva en cirkel med ek-
vationen x> 4 y> = 1 och man kan rita en sddan genom att
anvinda en passare alternativt forbinda en penna med en
nal genom ett snore och sedan fista nilen och rita med
snoret spannt hela tiden.

Men vilka figurer far vi om istillet vill rita upp de mer
generella figurerna x" + y" = 1 for olika vérden pa n? Vi
har precis behandlat fallet med n = 2/3.

5.1 n=2/3

Jag illustrerar hela kurvan med en bild.

Figur 3: Fallet n =2/3

52 n=1/2

I exemplet med n = 2/3 sa flyttade sig dndpunkterna pa
linjerna som ritar upp figuren olika fort (eftersom linjerna
hade konstant lingd) men for att fa n = 1/2 maste avstén-
det mellan dndpunkterna variera men #ndpunkterna maste
rora sig med samma hastighet utmed koordinataxlarna. Da
den ena pnkten ir i y = ¢ sa maste den andra varai 1 —z.

Du kan sjdlv ldtt verifiera att linjen som har y-
koordinaten ¢ att ekvationen for linjen dr

t
L,(x) = :X‘i’t

For ett givet virde x = a vilken linje far det storsta y-
virdet? Derivera med avseende pa ¢ och erhall

ta a

Dy (Ly(a)) =D; <t_1 +f> = 1+ab: (ti1> e

Dy (L;(a)) = 0 16ses med avseende pa 7 och vi erhéller 16s-
ningen 7 = 1 — y/a, den andra 18sningen bortses fran da vi
har kravet 7 € [0, 1]. Det ger y(a) =L,_ j(a) = (va— 1)%.
Dé a > 0 och y(a) > 0 sé giller dven att \/a+ /y(a) =1,
dvs.n=1/2.



Figur 4: Falletn = 1/2

5.3 Normer

Inom matematiken anvinder man begreppet norm. Givet
en vektor x (x = (x1, x2, ..., X,) ) s& skriver vi normen som
[|x||- Normen pé en vektor uppfyller foljande kriterier

[|x|| > 0 om x # 0 och ||x|| = 0Oom x =0
||kx|| = |k| - ||x|| for varje skalér k
[be+ 1< X[+ 1]

Den skall alltsa alltid vara positiv for varje element skillt
fran 0, och endast vara noll da vektorn ocksa #r noll. For-
langer man vektorn skall normen skalas med samma fak-
tor; d.v.s. om en vektor blir 4 ganger lingre skall dven nor-
men av vektorn bli 4 génger storre. Det sista villkoret séiger
att normen av summan av tva vektorer skall vara mindre
eller lika med summan av normerna for var och en av vek-
torerna.

Man definierar foljande familj' av normer

1/p
[|x[[p = ():, in”>

kallade p — norm. De populiraste fallen dr da p = 1,2, 0.

[l = Y fil

1
[|Ix]]2 = \/x%+x%+...+x%
b = max

ddr vi kallar ||x||« for odndlighetsnormen. Enkelt uttryckt
ar oandlighetsnormen lika med det element som har storst
absolutbelopp. Jag hoppas att du litt kan tinka dig att sa dr
fallet eftersom det elementet kommer dominera for varje p-
norm da p blir ohygligt stort. Approximativt kan vi tdnka
oss att om x| dr det element som ir storst till absolutbelopp,
sa far vi

(/x’f—f—x’z’—l—... ~ {/x} + mycket lite ~ (/xf = |x1|

Da vi later p ga mot o#ndligheten sd kommer vi bara fa
kvar |x; .

2-normen séger att vektorn (x,y) har normen /x% + y2.
Om vi skulle rita in ett koordinatsystem pa ett rutat papper
och siga att vektorn (x,y) svarar mot punkten (x,y) skul-
le normen av vektorn ||(x,y)||2 = v/x* + 2. Alla punkter
som har normen 1 ir di de som ingér i cirkeln \/x2 +y? =
1. 2-normen kallas dven for den euklidiska normen.

Med familj menar vi en hel samling utav normer som har nagot ge-
mensamt.

5.4 Ovningar till lasarna
1. Vad fér vi om vi anvdnder 1-normen?
2. Vad far vi om vi anvénder o#ndlighetsnormen?

3. Konstrurera och rita egna kurvor for andra virden pa
n. Om du kommer pa nagot finurligt sitt sa hor av dig!



