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Téljaren dr en (ndstan) manatlig skrift om matematik
och matematikundervisning riktad till gymnasielédrare och
alla andra intresserade. Jag uppmanar ldsarna att hora av
sig med egna funderingar och tankar eller intressanta saker
som kommit upp i klassrummet eller i andra sammanhang.
Det materialet publiceras i kommande nummer. Allt for att
stimulera till eftertanke, kompetensutveckling och for att
inte glomma bort hur kul det d&r med matematik. All re-
spons dr vilkommen.

1 Stromsparande

Jag blev tipsad om ett kul problem av Mats Akesson. Pro-
blemet finns hidr http://icpcres.ecs.baylor.edu/
onlinejudge/external/1/151.pdf. Det handlar om
att du har N olika omraden, numrerade 1, 2, 3, ..., N. Borja
pa omréade 1 och tag sedan bort detta, och sedan vart m:te
omrade. Nir du passerar det sista elementet sa borjar du
om pa det forsta kvarvarande elementet.
T.ex.om N =7 och m = 5 far vi

1234567
Tag bort 1 och sedan kommer vi till 6 som skall bort.
_2345_7

Nu riaknar vi 7, 2, 3, 4, 5 och tar bort 5.

Enkelt ser du att det element som blir sist kvar &r 2.

Problemet 4r: tink dig att du alltid har minst 13 element,
och sa vill du att det sista elmentet som &r kvar alltid skall
vara 13. For ett givet virde pa N, forsok finna en algoritm
som ger dig det minsta positiva virdet pa m och som ger
dig 13 kvar sist.

Det gér att skriva ett litet datorprogram for detta och gi-
vet N far man foljande virden pa det minimala m:et.

17 7
100 | 66
300 | 1580

Hir ser man nagot festligt (forutsatt att min algoritm
stimmer)! For N = 300 far vi ett m = 1580 som ir be-
tydligt mycket storre dn N. Det ir ju lite festligt. Vi fragar
oss hur pass stort m kan bli givet ett N. Finns det nagon
enkel Ovre grins for m?

Efter att ha provat med N = 13 och m = 22 (det ritta
svaret d4r m = 1 for N = 13) bara for att testa, sa upptickte
jag hur mycket koncentration detta kriver.!

Som avslutning kan jag nimna att jag l4t mitt datorpro-
gram kora under ett par dagar och fick da fram m for alla
20 < N < 75000. Det storsta virde pa m jag fann var for
N = 64661 som gav m = 677754. Siffrorna var inte s in-
tressanta, men om jag beriknade m/N for varje virde pa N
sa var medelvirdet for alla dessa kvoter 0,99950 vilket ju
ar ganska néra 1.

1.1 Fraga till lisarna!

Vilket tal blir kvar om du utgar fran N = 21 och tar bort
var 29:e element? Nir du kommer till slutet sa borjar du sa
klart om fran borjan.

2 kappa 2008

Sa hir 16d forsta fragan i tavlingen.

Fatima och Kevin bakar bullar och kakor till ett
fordldramote. De tanker silja bullarna for 10 kr
och kakorna for 5 kr som ett bidrag till klasskas-
san. Av Kevins pappa har de fatt en och en halv
liter mj6l, 100 gram smor och 6vriga ingredien-
ser. Till varje bulle gar det at 7 cl mjol och 5 gram
smor och till varje kaka gar det at 4 cl mj6l och
2 gram smor. Vilket blir det maximala bidraget
till klasskassan om de riknar med att kunna sil-
ja sammanlagt hogst 30 bakverk, antingen bullar
eller kakor?

Av 126 svar blev 97 godkinda och 29 underkénda.

2.1 Losning - rita linjer

Detta problem #r ldmpligt att titta pa i samband med att
man tar upp rita linjens ekvation. D.v.s. senast i Matematik
B-kursen.

Enligt forutsittningarna har de har 150 enheter mjol och
100 enheter smor. En bulle kriaver 7 enheter mjol och 5
enheter smor samt inbringar 10 kr. En kaka forbrukar 4
enheter mjol, 2 enheter smor och ger 5 kr.

Om vi antar att de séljer x bullar och y kakor sa giller
det att maximera inkomsten f(x,y) som ges av

f(x,y) = 10x+Sy €))
dér vi har kravet att

x+y<30 2)

"Hir kan man ana en rejil frustration Gver ens bristande koncentra-
tionsformaga.



Om vi betraktar forbrukningen av mjolet sa far vi olikheten
Tx+4y < 150 3)

och for smoret
S5x+2y <100 4

Uttrycken (2), (3) och (4) ger oss ett antal olikheter som
alla maste vara uppfyllda. Lat oss rita upp dessa i ett koor-
dinatsystem.

For att t.ex. rita upp x+y < 30 sa 4r det lampligast att
16sa ut y och fa

y<30—x

Rita sedan kurvan 30 — x och du vet att y maste vara mindre
dn detta virde. De tre olikheterna ger oss figur 1.

Figur 1: De tre olikheterna &r ritade i ett och samma koor-
dinatsystem.

Nu vet vi att vi for ett fixt virde pa x maste befinna oss
under alla tre linjerna vilket ger oss ett konvext omrade
som den optimala punkten maste ligga inom.

Skérningspunkterna hittar vi litt genom att géra om
olikheterna till likheter och 16sa de tre ekvationerna

{x+y =30

Ix+4y =150
x+y =30
5x+2y =100

Ix+4y =150
5x+2y =100

som ger oss hornen

x= 10 [x= % x= %

Se figur 2.

Figur 2: Det konvexa omradet som vi skall optimera inom.
De extra linjerna visar olika “inkomstkurvor” pa formen
10x + Sy = m for olika vdrden pa m.

Vad far vi ut av detta nu da? Jo, vi vet att inkomsten
f(x,y) ges av
f(x,y) = 10x+5y

Kalla inkomsten m sa blir det dnnu tydligare. Det giller att
inkomsten ligger pa linjen 10x 4 5y = m. Vi skulle kunna
rita ut flera sadana linjer for olika virden pa m, men det &r
bara en som har hogst virde pa m och tangerar omradet.
Den linje med storst virde pa m ger oss storst inkomst.
Med grafisk 16sning ritar vi in linjer med ritt lutning och
bestimmer pa sa sitt .

Men hur gor vi en icke-grafisk 16sning? Det enklaste vo-
re att undersoka virdena pa 10x+ 5y i punkterna dér linjer-
na skér varandra eller koordinatsystemets axlar. Dessvérre
har vi ett diskret problem hir. Vi kan rikna ut en exakt 16s-
ning men den l19sningen kan dnda behdva modifieras sa att
vi hamnar i en punkt med heltalskoordinater.

I figuren ser vi att vi inte behover bekymra oss om
x < 10. Lat oss dérfor testa oss fram med olika virden pa
x och y. I tabellen visas for ett fixt virde pa x de maxima-
la vdrden pa y som vi far genom att betrakta de tre olika
begrinsningarna. I sista kolumnen beriknas inkomsten.

’ X ‘ 30y ‘ 15044x ‘ 100;5x ‘ 10x 1 5y

10 20 20 25 200
11 19 18 22 200
12 18 16 20 200
13 17 14 17 200
14 16 13 15 205
15 15 11 12 205
16 14 9 10 205
17 13 7 7 205
18 12 6 5 205
19 11 4 2 200
20 10 2 0 200

Den storsta inkomsten #r salunda 205.

2.2 Problem 2
Det lyder sa hir:



Sex stader Sy, ...,S¢ dr forbundna med fem vigar
mellan grannstéider pa sa sitt att man kan komma
fran vilken stad som helst till vilken annan stad
som helst. Da finns ett unikt sitt att ta sig fran en
godtycklig stad till vilken annan stad som helst
genom att dka pa en eller flera av de fem vigarna.

Konstruera en karta med avstand angivna pa de
fem vigarna som uppfyller att de totalt 15 av-
stainden mellan S; och S;, i < j, antar vérdena 1,
2,3, .., 15.

Tiden for att limna in 16sningar har precis gatt ut, jag var
tydligen lite sen med detta nummer av Téljaren. Jag tyckte
inda inte problemet var speciellt intressant. Jag fick en tan-
ke om att om man har en vdg som har lingden 8 sa ricker
det att alla andra végar kan bilda ldngderna 1,2,3,4,5,6,7
och man kan né vigen med lingd 8, sa dr problemet 10st.
Det var inte riktigt denna 16sning jag fick fram, utan jag
provade mig fram till slut. Jag hoppas de presenterar en
riktigt kreativ 16sning.

2.3 Problem 3

Det ir tudelat.

1. Finns det en cirkel pa vilken sex punkter ligger sa att
alla 15 parvisa avstand mellan dessa punkter &r heltal?

2. Finns fyra punkter i planet som inte ligger pa nagon
cirkel och dir ingen linje innehaller tre av dem, och
dér alla sex parvisa avstand mellan tva av punkterna
ar heltal?

3 Eulers ekvation av grad 4

Pa http://mathgateway.maa.org/do/
ViewMathNews?i1d=285 kan man ldsa att Daniel J.
Madden (University of Arizona) och Lee W. Jacobi har
funnit ett sitt att generera odndligt manga 16sningar till
Eulers ekvation av grad 4 (som ser ut sa hr)

a+ b+t +d* = (a+b+c+d)*

Jag skall forsoka hitta artikeln som de har skrivit och se
hur mycket man forstéar av den.

4 Aralsjon

Pa internet kan man hitta uppgiften att Aralsjon har mins-
kat ytan med 55% och volymen med 80% och vattenytans
niva har sjunkit 19 m. Det hir borde man ju kunna ridkna
pa tinkte jag. Vilken form har sjon? Lat oss formulera det
som en uppgift till eleverna.

Bestidm en geometrisk form pd sjon som gor att
de givna uppgifterna om vattnets forsvinnande
inte dr motsdgelsefulla.

Lat oss forst testa en form vi kdnner vil till. Antag att sjon
ar konformad och idag har djupet 4 och en radie r. Den
geometriska formen s#ger oss att » = kh for nagon konstant
k. Det giller da att den ursprungliga arean var

7w (k(h+19))*
och areaminskningen ger oss

% =045= 2 —
7t (k (h+19))

201> =9 (h+19)*

som ger
_171+114V/5
B 11

Volymminskningen ger oss

= 38,7

gh(kh)z —0,20- g(h+ 19) (k(h +19))>

som ger
5h3 = (h419)° = h ~ 26,7

Om de mitdata som &r givna stimmer sa kan Aralsjon in-
te ha varit konformad. Vilka andra former kan vi vilja pa
sjon? Lat oss for enkelhets skull antaga att sjon har formen
av en rotationskropp.

f(z)

Vi later sjons form beskrivs av en funktion f(x) som vi
nu vill bestimma. Vi antar att f(x) ér kontinuerlig fér x > 0
och f(0) =0 och f(x) > 0 for alla x > 0.

Om h idr den nuvarande hojden far vi foljande villkor
ndr vi stéller upp uttryck for areaminskningen respektive
volymminskningen.

nf(h)? = %nf(h—i— 19)2

7[/()hf()c)2 dx= %ﬂ/()h+l9f(x)2 dx

som forenklas till

20f(h)*> =9f(h+19)? (5)
h h+19
s[rwra= [ rerac @
0 0
som kan forenklas till
h 5 B h+19 5
4 rrax= [T pw?ax ™

Nu vet jag inte riktigt vad man skall gora med dessa ek-
vationer for att komma vidare, men jag kan 1 alla fall géra



en liten ansats. Antag att f(x) = Cx* for reella konstanter
C > 0 och k. Det ger oss

20C20%* = 9C? (h+19)* = 20h** = 9(h+19)*  (8)
och
h h+19
5 / C2x%* dx = / C2x% dx
Jo Jo
som efter forenklig ger
5h2k+1 — (//l+ 19)2k+1 (9)

Sitter vi in (8) i (9) sa erhaller vi

9(h+19)%*

S5h
20

= (h+19)* —

76
Oh=4(h+19) <= h= 5= 15,2

Ur (8) far vi
2klogh+10g20 = 2klog(h+ 19) +log9

som vi sétter in h = ? i och erhéller

k=

~0,4923

2 171 "~ 210g(9/4)

1 [ log20—1log9 | log(20/9)
log =~ —log %6

Diérmed har vi hittat en form pa sjon som uppfyller vill-
koren; namligen

log(20/9)
fx) =Cx20e0/A  C € RT
4.1 Efterlysning

Om nagon har forslag pa vad man kan géra med ekvatio-
nerna (5) och (6) sd uppmanar jag denne att hora av sig.



