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Taljaren ar en (nastan) manatlig skrift om matematik
och matematikundervisning riktad till gymnasielarare och

alla andra intresserade. Jag uppmanar lasarna att héra av
sig med egna funderingar och tankar eller intressanta saker

som kommit upp i klassrummet eller i andra sammanhang.
Det materialet publiceras i kommande nummer. Allt for att
stimulera till eftertanke, kompetensutveckling och f&r at
inte gldmma bort hur kul det &r med matematik.
Tidigare nummer finns alltid pa
http://www.taljaren.se/matematik.php

1 kappa 2008

Nu ar det dags igen for tavlingen for alla matematikla-
rare. Jag hoppas pa att det blir en lika intressant tavling
i ar. Tavlingens hemsida arttp://www.math.su.se/
kappa/2008/. Vi far hoppas att annu fler stéller upp i tav-
lingeni ar.

Jag har aven pratat med tavlingsjuryn och de har pratat
med Theducation och de kommer gora lite reklam for det
héar utskicket i samband med att de skickar mail till alla
som varit med i tidigare tavlingar. De skall ha ett jattestor
TACK for detta!

Forhoppningsvis kan detta intressera manga larare. Du
hittar manga tidigare nummer pa

http://www.taljaren.se/matematik.php

1.1 Fragal

Sa har lyder forsta fragan i tavlingen.

Fatima och Kevin bakar bullar och kakor till ett
foraldramote. De tanker salja bullarna fér 10 kr
och kakorna for 5 kr som ett bidrag till klasskas-
san. Av Kevins pappa har de fatt en och en halv
liter mjol, 100 gram smor och dvriga ingredien-
ser. Till varje bulle gar det &t 7 cl mj6l och 5 gram
smor och till varje kaka gar det at 4 cl mjol och
2 gram smor. Vilket blir det maximala bidraget
till klasskassan om de raknar med att kunna sal-
ja sammanlagt hdgst 30 bakverk, antingen bullar
eller kakor?

2 Boktips

Prime numbersav David Wells. Full med kul fakta om
primtal samt satser och formodanden om dessa.

Kanner du t.ex. till Bonses olikhet? Den sager attgm
ar detn:te primtalet sa galler

PZ,1 < P1P2Ps. .- Pn 1)

for n> 3. Det k&nns som en ganska grov olikheti och med
att narn ar ganska stort, sa galler git_1 ~ pn ~ Pn-1,
och da kan hogerledeti (1) grovt uppskattas

P1P2P3- - Pn_1Pn > 2Pn_1Pn ~ 2p2q

Olikheten skall tolkas som mycket stor.

Det kan dock tillaggas att man kan gora gapen mellan
primtalen godtyckligt stora, sa gtk 1 — pn ar godtyckligt
stort. Lat saga att jag vill h@n,1 — pn = 1001, d.v.s. vi
skall ha 1000 tal mellan dem och alla mellanliggande tal
skall vara sammansatta. Hur hittar jpgochpn 1 ? Tyvarr
finns inga direkta formler, men vill man vara saker pa att
hitta talen mellamp, och p,.1 kan vi vélja dessa 1000 tal
som

1001!+2,1001!4+3,...,1001!4-1001

Alla dessa konsekutiva tal &r sammansatta ty de ar delbara
med 2, 3, ..., 1001 respektive. Vi behover alltsa bara vélja
pn < 100142 och ppy1 > 1001!4 1001. Det blir dock
ganska stora varden da 1001! innehaller 2571 siffror.

Nu kan man fradga sig hur man beréaknarlt001!. An-
tingen anvander man Maple och kommandot

evalf (logl0(1001!));
eller s& beraknar man
10gy0(1001)) = logy(1-2-3...- 1001) =

log;p1+1009;02+109;93+ ... +l0g; 1001
som grovt kan uppskattas med integralen

~1ooz| . 1 ~1ooz| .
/1 000X dX= Iog—lo/l ogx dx=

1002 100210g1002- 1002+ 1

[xlogx — X1 log 10 ~ 2572

1
log10
Ganska skaplig approximation.

3 Enbokihanden

Jag borjade fundera lite 6ver vilka bocker man borde sétta i
handerna pa de elever som har last atminstone D-kursen pa
gymnasiet. De brukar ju bara fa en bok full med réakneupp-
gifter. Sida upp och sida ner med uppgifter, oftast ordnade
i vaxande svarighetsgrad. Visst ar det bra att rakna upp-
gifter, men for att liva upp tycker jag det behdvs en annan
form av litteratur ocksa. Bocker dar det finns mycket text
och inte bara fargglada rutor.

Att fa elever att lasa sadant inser till och med jag ar
en hopplos uppgift. Kanske ndgon superpedagog som la-
ser detta har nagot bra tips for hur man gor? Hoglasning?

Jag ténker nu lista bockerna i den ordning jag tycker de
kan lasas.



1. Reella talav Ivan Niven. En mycket, mycket trevlig
liten bok i Prisma-serien. Boken ar lattlast (A&ven om
den kraver att man ibland har papper och penna till
hands) och férfattaren forklarar bt&.

. Fermats gataav Simon Singh. Det &r en historisk bok,
men den beskriver en stor del av vart kulturarv och ar
mycket allméanbildande.

En annan mer historisk bok &tora matematikeav
Harold Edwards, Ettore Picutti och Laurent Schwartz.
Ocksa ett bra tips.

. Elementaav Euklides. En sjalvklar klassiker. Jag
skulle rekomendera att forst luslasa axiomen och defi-
nitionerna. Las nagra av de inledande bevisen. Skum-
ma sedan igenom kommande bevis for att fa en upp-
fattning om vad som kommer att handa. Tag sedan tag
i ndgon sats, folj beviset till punkt och pricka. Varje
referens till en tidigare sats maste ocksa foljas upp.
Las de satser som anvands for att bevisa den valda
satsen. Kanslan av hur snyggt geometrin ar uppbyggd
hoppas jag infinner sig hos eleven. Eleven kan givet-
vis begransa lasandet till just det jag beskriver ovan.
Det bor racka.

. Pa tal om talav Lars Nystedt. Helt klart en “tyngre”
variant och mer omfattande &eella ta] men det ar
en mycket lasvard bok.

. e, the story of a numbev Eli Maor. En bok bara om
talete.

. Trigonometric delightav Eli Maor. Den bjuder pa tri-
gonometri.

. Animaginary tale, the story of —1 av Paul J Nahin.
Den kommer visa dig mycket kul med komplexa tal.

. Introduktion till matematikerav Tord Ganelius. En
mycket trevlig bok; kraver dock en del férkunskaper.

. What is mathematicav Richard Courant, Herbert
Robbins och lan Stewart. Den anvands som kursbok
pé Lunds tekniska hogskola i en kurs om matemati-
kens grunder (om jag minns ratt) och det borde place-
ra den pa en viss plats i lasordningen.

10. Encounter with mathematicav Lars Garding. Den
hamnar sist eftersom det ar min uppfattning att man
skall spara det basta till sist. Dessutom tror jag den

skulle knacka den oférberedde.
Slutligen vill jag ta upp

o Mathematics, from the birth of numbeas Jan Gull-
berg.

1Jag kan rekomendera fler bécker i Prismas serie frAn 60-Tatst.
Tord HallsGaussller varfor inte Ogilvy och Anderson&lteori for alla?
Den titeln borde ju vara inbjudande.

2P&http://www.bokborsen.se hittade jag i skrivande stund tva
exemplar av mitt standardtips som kommer forst.

Gullbergs verk lases bast genom att sitta i en bekvam
fot6lj, med nagot gott att dricka, och sedan sla upp ett av-
snitt pa mafé och bara lasa och njuta. Som alternativ till det
kan man borja frAn boérjan och ga igenom matematikens
utveckling kronologiskt pa ett mycket angenamt satt. Jag
langtar efter en utékad upplaga dar man fyller pa med allt
som hant inom matematiken fram till vara dagar. Det vore
intresant att se hur man hanterar alla kopplingar mellan oli
ka grenar, det far ju inte bara bli en samling korsreferenser
Fler tips pa bocker mottages tacksamt fran lasekretsen.

4 Koden

Jag fick ett intressant problem presenterat fér mig av An-
ders Dessmark och vi diskuterade problemet en del. Har
tanker jag sammanfatta resultatet av vara anstrangningar.

Ur ett vardagsproblem gar det ut pa foljande. Tank dig
att du skall 6ppna ett kodlas genom att trycka in den réat-
ta kombinationen. Antag att koden Krtecken lang och
att du harA olika symboler att vélja mellan for varje tec-
ken. | var vardag ar det alltid sa att efter varje kombination
man har tryckt in s maste man aven trycka pa en special-
knapp for att signalera att man ar klar med intryckningen.
Da finns det ingen genvag utan du ar tvungen att prova
varje permutation av tecknen. Det finns totalt géttolika
permutationer. Vanligt vis 8\ = 10 ochN = 4 vilket ger
tiotusen kombinationer.

Nu skall vi istéllet tanka oss ett lite enklare kodlas dar
du inte behover trycka pa nagon specialknapp utan du kan
trycka pa hur manga knappar som helst och sa fort den ratta
koden dyker upp ndgonstans i strommen av tryckningar, da
oppnas laset.

Aven har kan man prova sig fram med alla Afé per-
mutationerna, men Anders tankte da att man maste kunna
gOra detta battre.

Lat oss exemplifiera medl = 3 ochN = 2. L&t symbo-
lerna vara 01, 2 och en fullstéandig listning av alla tankbara
mojligheter ger oss da foljande koder

00 01 02 10 11 12 20 21 22

Det &r totalt setNAY knapptryckningar och man skulle
isafall ha tryckt in koden

000102101112202122

d.v.s. 18 tecken. Direkt bér man observera att det ar ju helt
onddigt att trycka tre stycken 0:or i borjan. Hogst tva O:or i
rad ar av intresse for oss. Med lite funderande kommer man
snart fram till att féljande sekvens innehaller alla tanieba
koder.

0011210220

Overtyga dig om det p& egenhand.

Langden pa koden &r 10 tecken och den undre gransen
for vad som &ar majligt att nd &N 4+ N — 1 som i detta fall
ger ¥+ 2—1=10. Vi nddde precis den undre grénsen!



4.1 Undre grans Man kan klippa upp cykeln var som helst och fa fram en
enda lang strang om man kompleterar med de tecken som
behdvs for att tacka de koder som forsvinner vid snittet.
For att formulera grafproblemet konstruerar en graf med
en kod i varje nod, d.v.#\N noder. Vi placerar ut en riktad
bage fran noden (kodenitill nodenv ifall vi far v genom
att ta bort forsta tecknetu och lagger till sista tecknet i
v. D.v.s. franu kan vi skapav genom att bara lagga till
ett tecken. Vi tar inte med bagar som gar fran en nod och
tillbaka till sig sjalv.
NAN | vart exempel med tre olika tecken och tva tecken i ko-
——~N 2) den far vi foljande graf, se figur (2).
AV+N-1

For att forstd huAN +N — 1 kan vara en undre gréns s&
tanker vi oss att vi forst matar in en kod, vilken som helst.
Det ger osd tecken. Nu har vAN — 1 koder kvar att mata
in och det allra basta vi kan gora ar att tdcka in en ny kod
med varje ny symbol vi lagger pa var sekvens. Det ger da
ett tillskott pAAN — 1 tecken och totalaN + N — 1.

Hur mycket battre ar denna undre grans da &n den naiva
I6sningen med alla kombinationer? Vi ser att vi har kvoten

mellan langderna pa de tva kodstrangarna. | (2) galler det
for alla praktiska fall attAN &r mycket stérre am — 1.

Om din kod har fyra tecken i sig, dd kommer detta satt
att ga fyra ganger snabbare i genomsnitt. Detta ar ingen
fantastisk uppsnabbning.

4.2 Oppna fragor

Vara diskussioner slutade med ett antal 6ppna fragor.

1. Ar det alltid mojligt att konstruera den kortaste ko-
den?

2. Hur ser en algoritm ut som hittar den kortaste koden?

D& det galler algoritmen sa &r det tyvarr inte helt latt att
komma pa den. For att komma fram till en minimal kod
skulle man kunna tanka sig att man borjar med en slump-
vist vald kod och sedan lagger till nya koder med ett tec-
ken at gangen. Problemet med denna algoritm &r att vi kan
hamna i &tervandsgrander. Med tanke pa det stora antalet
mojliga val i varje situation sa inser man att det ar ohatibar
att skriva ett program som provar alla tdnkbara koder. Ett
sadant program skulle ta allt for lang tid att kora. _ _ . . .
Man kan formulera om problemet som ett grafproblem Figur 2: En férhoppningsvis fuIIstand!g graf for att beskri )
och det kan kanske hjlpa att finna ett svar p& fragorna. Ob- Va kodproblemet fér tre tecken 0,1,2 i en kod med bara tva
servera att vi &r inte helt siakra p& att de tva formuleringarn ~ tecken.
ar helt likvardiga. Dock géller att en I6sning av grafpreble
met ger oss en l6sning till det ursprungliga problemet.
Egentligen handlar hela problemet om att fa fram ett 4.3 Superkoden
cykliskt ménster p&N tecken. Observera att den korta ko-
den

Nu kommer nasta problem. Om vi har samma las som vi
talat om har ovan, hur gor vi i fall vi inte vet langden pa
0011210220 koden? Da far vi borja med alla koder av langd 1, sedan
alla koder av langd 2, langd 3, 0.s.v..
blir cyklisk om vi klipper bort den inledande 0:an och slu- ~ H&r observerar vi att om vi tacker in alla koder av langd
ter monstret. Vi far monstret som visas i figur 1. N sa har vi med detta aven tackt in alla koder av kortare
langd. Det hjélper oss dock inte alltfér mycket eftersom
0 det i praktiken skulle innebéra att vi maste skapa en kod
2 0 for en viss langd. Den hemliga koden skulle ju ha kunnat
vara ett tecken langre. Vi skall alltsa skapa en oandligg |an
2 1 strang som tacker in alla mojliga strangar sa effektivt som
majligt, i ndgon mening. Jag ar inte pa det klara &n med
vad denna “mening” skall innebéra.
Den som har svar pa ovanstaende fragor far garna hora
av sig.

Figur 1: Koden uttryckt som ett cykliskt moénster



