— Matematiskt dividerande —

Gunnar Lindholm
gunnar @ taljaren. se

julen 2007

Taljaren ar en (nastan) manatlig skrift om matematik
och matematikundervisningriktad till alla intresseratig
uppmanar lasarna att hora av sig med egna funderingar och

tankar eller intressanta saker som kommit upp i klassrum- | xly |

met eller i andra sammanhang. Det materialet publiceras
i kommande nummer. Allt for att stimulera till eftertanke,
kompetensutveckling och for att inte gldmma bort hur kul
det &r med matematik. All respons ar valkommen.
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1 «kappa 2007

Matematiktavlingen for lararecappa 2007, &r nu 6ver. Jag
kom pa tredjeplats. Totalt borjade 137 larare i borjan av
aret och vi var dussintalet som samlades i Stockholm for en
trevlig avslutningsceremoni med ett intressant materiatis
innehall av Torsten Ekedahl och Mikael Passare.

Tyvarr meddelades det att alla hade glémt bort den tom-
ma mangden i sista frdgan. Jag skall forsoka att aldrig
glémma bort den igen. Den tomma mangden ar den en-
da delmangden av heltalen vars element ar bade jamna och
udda. Vi fick ocksa veta av Clas Lofwall att sista uppgiften
var en omskrivning av ett problem rérande Lie-algebror.
Om Lie-algebror &r min kunskap for tillfallet valdigt be-
gransad, men jag hoppas kunna @ndra pa det. Lennart Bor-
jesson gick igenom uppgiften med att minimera omkretsen
pa staketet som delade triangeln i fyra lika stora delar. Det
visade sig att J. Hall (en av deltagarna i tavlingen) hade
lyckats fa fram ett resultat som, om jag forstod det ratt, ar
det kortaste som hittills har hittats.

Ett stort tack Theducation AB och matematiska institu-
tionen vid Stockholms universitet for att ni ordnar denna
trevliga tavling!

2 Kul med polynom

| boken “New book of prime number records” av P. Riben-
boim (som alla borde lasa) finner man féljande polynom

=2 4y - 23y -y Xy 2y (1)

Ett hogst alldagligt polynom kan man tycka men det finns
en mycket intressant anledning till att det finns med dér.
Det géller namligen att da(x,y) har definitionsmangden
Z"t xZ", d.v.s.xochy antar alla icke-negativa heltalsvar-
den, sa kommer de positiva vardena i vardemangden utgoéra
Fibonaccitalen! Det var ju inte precis vad man hade vantat
sig. Kan detta verkligen stdmma?

Lat oss berakna ett par funktionsvarden.

1] 2 [ 3] 415 ]
1] 1 | 2 | 69 | 476 | 179
2 [ 23| 28 | 3 | 56 | 59
3 | -119| 238 | 237 | 92 | 5
4 | -359| 796 | -1077] -1016| -595
5 | -839 | -1918 | -2877 | -3356 | -3115

Tabell 1: Vardetabell for (1)

Vi ser att ett par Fibonaccital dyker upm(1,1) = 1,
p(1,2) =2,p(2,3) =3, p(3,5) = 5. Ovriga varden ar langt
ifrdn positiva. Vi noterar aven att vi far fram Fibonaccita-
len for just de varden p&ochy som ar Fibonaccital. Du
kan sjalv gissa va@(5,8) ar innan du beréknar det.

Det ar frestande att stélla upp hypotesen

P(Fn-1,Fn) =Fn (2

for FibonaccitalF,, men det ar bara frustrerande att géra
det eftersom jag inte vet hur man visar att det stammer. Jag
ber att fa aterkomma pa den punkten.

2.1 En formel for primtal

Nu ar det riktigt festliga att det aven finns formler som pa
samma satt genererar primtal! Dessvarre ar det inte en helt
enkel formel att anvéanda som vi skall se.

| samma bok finner man formeln

(k+2){1—(vvz+h+j—q)z—((gk+29+k+1)(h+j)+h—z)2
—(2n+p+a+z—eP— (16(k+1)3(k+2)(n+1)2+1—f2)2
— ((e+2) a+1) +1- 02) — (@ -1y +1-x3)?

— (16r2y*(a? — +1—u2)

( a+ u?(u? — ))2—1) (n+4dy)2+1—(x+cu)2)2

(N1 +v—y? - ((@-1)12+1-m)° — (ai +k+1—1—i)?
—(p+l(@a-n-1)+b(2an+2a—n>—2n—2)— )2
—(9+y(a—p—1)+s(2ap+2a—p?—2p—2) — )

— (z+pl(a—p)+t(2ap— p>*—1) — pm) }



Men har ser man nagot som kan fa en att reagera: vi o (ai+k+1—1—i)?
har en faktor(k + 2) i polynomet. Ar det alltsa vardet pa )
k42 som skall vara ett primtal? | s& fall maste det and- ¢ (p+!(a—n—1)+b(2an+2a—n*-2n—2)-m)
ra uttrycket vara 1. Vi ser att det stora uttrycket bestar av
1 subtraherat med en massa kvadrater. Alltsa galler detatt  ® (d+S(2ap+2a— p*~2p-2) - X)
gora alla dessa kvadrater till 0. | hopp om att 6ka lasbarhe-
ten skriver jag om uttrycket som en lista 6ver alla kvadrater ~ ® (z+pl(a—p) +t(2ap—p?~1) — pm)
som maste bli noll.

Direkt ser vi attn = | = v =0 for att(n+1 +v)? = 0 skalll
o (Wz+h+j—0)? kunna uppfyllas. Det ger
o ((gk+2g+k+1)(h+j)+h—2? o (Wz+h+j—q)2
* (@n+p+atz—ef e ((gk+29+k+1)(h+])+h—27
2
° (16 k+1)° k+2)(n+1)2+1_f2)2 e (p+g+z—e¢)
e (Ee+2)(a+1)2+1-0*)° . (16(k+1) (k+2)+1—f2)
o (@-1y2+1-2)° o (E(e+2)(a+1)2+1-0)
2\ 2
o (16r%4(a®—1)+1-12)° o (1-x)
2 . (1—(x—|—c)2)2
* (( (a+ v )2_1) (”+4dy)2+1—(x+cu)2)
2
o (N+14+v—y)? o (1—n¥)
o (@-1)12+1-m)* o (ai+k+1—i)
o (ai+k+1-1-i) e (p+b(2a—2)-m)’
e (q+s(2ap+2a— p2—2p_2)_x)2

p+I(a—n—1)+b(2an+2a—n?—2n—2)—m)?
. (z+t(2ap—p2—1)—pm)2

(
e (g+y(a—p—1)+s(2ap+2a—p*—2p— 2)—x)
) Ochm=1 ochx= 1 som ger
e (z+pl(a—p)+t(2ap— p>—1) — pm)

e (Wz+h+j—q)?
Var borjar vi da? Vi kan observera att

: 2
(1624 (@2—1)+1—u)® = 0 leder till att u mas- * ((gk+2g+k+1)(h+]j)+h-2)
te vara udda. Lat texu = 1. Det ger da villkoret o (P+q+z—ef
(1624 (a%—1))° =0
Lat nur = 0 ochy = 0. Det forandrar kravlistan till o (16 (k+1)3(kt2)+1— f2>
wz+h+ j —q)?
* ) o (Ee+2)(@+r1)?2+1-0?)?

o ((gk+2g+k+1)(h+j)+h—2?

) (1 (14c) )
(2n+p+qg+z—-e)
ai+k+1-i)?

. (16 k+1)° (k+2)(n+1)2 +1—f2)
(

(
o (p+b(2a—2)—1)?
Ee+2)(a+1)2+1-0?)° (

e (g+s(2ap+2a—p*—2p—2)— 1)2

2
(1~ X) . (z+t(2ap—p2—1)—p)2
N
. (( (a+(1-a) 1) n?+1— (x+c) ) Direkt fér vi attc = 0. | den ursprungliga formeln bestams
vart primtal av uttrycketk +2) s& om vi vill fa fram prim-
o (N+1+v)? talet 3 sa mastk = 1. Vi far darmed
o ((2-1)124+1-nP)? o (Wz+h+j—q)?



o ((gk+29+2)(h+j)+h—27 variabeln antaga alla vardenl02, ..., sd.v.s.s+ 1 stycken
mojliga. Det innebér att
o (p+q+z-ef

o2(s) =s+1 3)
. (385- f?)° . N :
For tre variabler,b,c gor vi pa liknande satt. Vi kan

Vi kan sluta har. 385 ar inget kvadrattal. gora en liten tabell (tabell 2)

Om du istallet for =y = 0 hade sata = 1 sa kan jag
lova dig att du kommer fa bekymmer langre fram aven har.
Vid ett tillfalle fann jag att jag var tvungen att bestamma 0 0
ocho sa att

| summa] a |

(46%(e+2)+1-0%)°

dare > 482652. Jag anvande datorn men letandet gav ing-
et. Nagon analytisk l6sning har jag ingen aning om hur
jag skall kunna finna. Det sl&r mig dock at*ge + 2) ~
(2e2)2 ~ 0. Kan det vara sa att det gar att visa att det finns
med s& mycket storande termer i uttrycket att vi inte far en
kvadrat? Jag vet inte.

Jag tanker bespara lasaren dessa hemska utrakningar ut-
an kan bara trosta med att saga att jag fann ekvationen
384(n+41)? +1— f2 = 0 som gjorde att jag nu pa allvar
maste borja titta mer pa diofantiska ekvationer.
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Tabell 2: Tabell 6ver summering av tre variabler

Vi har 0'3(0) =1, 0'3(1) =3, 0'3(2) =6

Aven har forsoker vi ordna variablerna, naturligast ar i
bokstavsordning. Vi anvander samma konvention och later
alltid forsta variabeln borja p& 0 och sedan stiga upp mot

Men om det nu &r s& att man verkligen kan finna heltals- Summan. Om malet ar att fa summsaioch vi ger forsta
varden s& att vi far fram primtal, borde man inte d& kunna variabeln vardex sa kommer de tva andra variablerna att

lta en dator testa alla tankbara kombinationer av varden Pehova ge summasi-x. Det totala antalet kombinationer
p& variablerna? Jovisst gar det (i teorin i alla fall), men 1&  fOr att bilda summars blir darfor
0ss se hur stor arbetsinsats det kommer bli. s s

Hur testar man alla vardena da? Uppenbarligen kan vi

2.2 Uttdtmmande sokning

inte bérjamed =0, 1,2,3,... och forst testa alla varden pa
a. De tar ju aldrig slut! Lat mig illustrera hur det gar till Ifa
du har bara tva variablea och b. Tillvidgagangssattet ar
inspirerat av Cantors satt att visa @téir uppréakningsbart.

Testa forst alla majligheter dd summan av variablerna ar

03(s) = %az(s—x) = Zoaz(x) 4)

Satt in (3) och vi far

S

03(s) = ;H— 1

0, d.v.s.
a=0,b=0. (s+1)(s+2)
Darefter skall summan av variablerna vara 1, d.v.s. O3(s) =1+2+...+s+1= — (5)
Zi 2 E B é Med samma resonemang &r det uppenbart att
Sedan skall summan av de bada variablerna vara 2. D& s
far vi fler mojligheter, men vi antager konventionen att all- On(s) = Z)Unfl(x) (6)
X=

tid lata den forsta variabelm, (vi kan ordna dem i bok-
stavsordning) ga fréan 0 och uppat for att samtidigt lata den  For skojs skull kan vi berékna
andra variabeln fa det varde som ger den bestamda sum-
man. Fér summan 2 far vi

04(s) = iag(x) =

a=0,b=2
a=1,b=1
a=2,b=0

1 S
Fér summan 3 och s& vidare kan du nog sjélv lista ut - EXZO(XJrl)(XJrZ) -

hur du skall géra. Hur manga kombinationer blir det nu att
testa? _is (@ +3x42)= 28+ &4 sy
Lat oss definiera@,(s) som antalet variabeluppsattning- 2 X; 6 6
ar som maste testas ifall vi harstycken variabler som
skall bilda summas.
Med vara exempel ovan finner gh(0) = 1, 0»(1) = 2,
03(2) = 3. Om man vill bilda summassa kan den forsta

och fuskar man med Maple sa finner man att vi far

(s+1)(s+2)(s+3)
6

()

0'4(8) =



Betraktar vi formlerna (5) och (7) sa ser det ju onekligen
intressant ut. Vi stéller upp en hypotes.

(s+1)(s+2)...(s+n—-1)

on(s) = -1

(8)

Vi har redan visat den fan = 1,2, 3,4. Jag vill inte for-
sOka visa den med hjalp av induktion, men om nagon tror
sig kunna gora det, gor det géarna och beratta hur! Istallet
ténkte jag anvanda kombinatorik. Vi hawariabler och de
skall summeras tils. Tank dig att vi placerar w stycken
likadan kulor i en rad. Separera sedan kulorna medl
pinnar. Detta ger oss en indelning avsdeulorna in delar
och det motsvarar precis att bilda sumnsanedn variab-

ler. Se figur 1.
O OO (ONe) OJ LO OO
1 2 5

Figur 1: Placering av 6 1 = 5 pinnar bland 9 kulor. Ob-
servera hur vii den fjarde gruppen inte far nagra kulor. Det
far vi inte heller i den sjatte.

| figuren kan vi nu réakna ut pa hur manga satt vi kan
placera uin — 1 pinnar blands kulor. Vi kan tdnka oss att
vi harn— 1+ splatser att placera nagot pa ifall varje kul-
och pinnposition utgor en plats att lagga nagot pa. Vi skalll
d& placera uh— 1 pinnar och det kan vi géra p&,*1°)
olika satt. Det galler att

n—-1+4+s\ (n—-1+9)!
n-1 /) (n-1!-s
Detta uttryck ar precis det vi ville visa enligt (8).
Betanker vi fallet mech variabler och vi vill berdkna
varje summa=0,1,2,....M darM é&r ett stort tal, mycket

storre am, hur manga uppsattningar av variabelkombina-
tioner blir det da vi testar? Vi kallar antalétn,M) och

(n—1+59)-...(s+2)(s+1)
(n—1)!

)

f(n,M) = ian(M)

Denna summa har vi redan sett och vi vet att den ar lika
medon1(M), d.v.s.

(M+1)(M+2)...(M+n)

f(n,M) =

Vi kan kontrollera att

(2+1)(2+2)(2+3) 60
3l 6

| tabell (2) ser vi att det faktiskt &r 10 kombinationer vi
skall testa.

| ett av mina forsok att knécka problemet med primtals-
polynomet hade jag vid provning behovt leta arbeta med
n = 26 variabler och med summ > 482652. For skojs
skull kan vi f& ytterligare bevis for hur hopplés denna me-
tod ar genom att berakna

482653 482654 ...- 482678 _
26! -

f(3,2) = 10

f(26,482652 =

26
~ (48128665> ~ 26814% ~ 10115

Detta stora antal kombinationer sager att provning ar ute-
slutet. En utvag (den enda?) ar att minska antalet variabler
och det finns faktiskt ett polynom med bara 10 variabler
Dessvarre ar gradtalet pa det polynomet storleksordningen
10* vilket gor det hela lika utsiktslost.

3 Matematik i verkligheten

Det ar ju pa modet att hitta matematik i verkligheten sa har
kommer en dos.
En s6ndag, for ett tag sedan, stéllde jag upp féljande sats

Sats 1. Det finns ett USB-minne i min lagenhet.

Foljande onsdag andrades Sats 1 till att vara endast ett ax-
iom.

Axiom 1. Det finns ett USB-minne i min lAgenhet.
Nu har jag nagra fragor till dig som laser detta.

1. Hur férsokte jag bevisa Sats 17
2. Varfor blev satsen bara ett axiom?

3. Finns det nagot satt att formulera om Axiom 1 sa att
det blir en sats?

Sa visst kan man ha nytta av matematisk terminologi i
verkliga livet ocks&.

4 LMS

Det var foredrag i Lunds Matematiska Sallskap i torsdags
och da holl Paul Vaderlind frdn Stockholm ett féredrag
“Parlor i kombinatorisk geometri”. Det var intressant at f
se manga trevliga problem fran geometrin. Manga av dem
var fortfarande 6ppna, men tiden racker ju inte alltid till.

Ett enklare problem som Paul berattade om var féljande
(fran den ryska matematiktavlingen for arskurs 6).

Antag att du fargar alla punkter pa tallinjen i tva farger,
rod och bla. Visa att du alltid kan finna tre punkéeB,C
med samma farg s afiB| = |BC|.

Beviset var valdigt enkelt. Vi borjar med att hitta tva
punkter,A och B, som har samma farg. Betrakta punkten
som ligger precis mellan dem, kalla dé Om den har
samma farg sorm sa ar vi klara, annars valjer vi att titta
paD som ligger sa attAB| = |BD|. O+m den har en annan
farg anB sa tittar vi paE som ligger sa atfEA| = |AB|.

Om averE har en annan farg & sa galler det atE,C,D
har samma farg och ligger s& éiC| = |CD|. Det var tre
sadana punkter vi ville finna.

1Enligt wikipedia
2Jag lyckades upphéja axiom 1 till en bevisad sats p& torsdage



