samt mellan betygen i svenska och samhallskunskap och pre-
stationerna pa juristprogrammet. Med framgang pa hogsko-
lan avsees hur manga poang de far. Det fanns dven en storre
skillnad mellan dem som fatt G och VG an mellan dem som
fatt VG och MVG i gymnasiet. Ar det betygsinflationen som
man ser tecken pa?

3 kappa 2007

— Matematiskt dividerande —

Matematiktavlingen for lararegappa 2007, har nu natt fram
till sista fragan. Har presenterar jag mitt svar, som jaggéi
satt vill framhalla som kort eller elegant eller ens korrdkig

kan tillagga att tiden har gatt ut och att jag som samst kan
komma pa plats 15 (eftersom bara 15 har lamnat in svar).

Gunnar Lindholm
gunnar @ taljaren. se

november 2007

3.1 Fragan
Taljaren ar en (nastan) manatlig skrift om matematik och
matematikundervisning riktad till alla intresserade. dpg- PaR* definieras en produkt * pé foljande satt:
manar lasarna att héra av sig med egna funderingar och tan-
kar eller intressanta saker som kommit upp i klassrummet (a,b,c,d)«(a,b',c,d") =

eller i andra sammanhang. Allt for att stimulera till eftart P p , p ;o p
ke, kompetensutveckling och for att inte glomma bort hur kfd —cd ac —ac+ctf —cb,ad—ad +bd —b'd,cd—cd)

det &r med matematik. All respons ar valkommen. eller mer lasligt uttryckt
. a a cd —cd
1 Procent—igen b b’ ac —ac+ch —cb
_ _ _ _ ¢ |*| ¢ | = | ad—ad+bd—bd (1)
I Helsingborgs Dagblad publicerades tydligen en uppgift so d d dd—cd
16d sa har:
En melon vager 2 kilo och innehaller 99% vatten. Bestam samtliga delmangdsrav R* som uppfyller ol-

Melonen far ligga i solen och darmed sjunker vat-  jande tva villkor:

tenhalten till 98%. Hur mycket vager melonen nu? .
1. X,y € Socha,b € R medférax+bye S

Enligt http://hd.se/landskrona/2007/10/14/Klurig-
matteuppgift-foerklaras-av/ har det varit manga som?- X € Sochy e R* medférxxye S
har brottats med uppgiften. Ater ar det k&nslan av orimlighe
som &r sa slaende. Hur kan svaret vara att den bara vagerd Syaret
kg? Hur kan 1 procentenhet (inte procent) motsvara halva
vikten? 3.2.1 Kortsvar
Ater &r svaret: procent uttrycker hur stor del n&got utggr .. : .
av det hela. Det som inte &r vatten vager 20g eftersom &%t fmni fyra olika delméangder
av 2 kg ar just 20g. Nar den har torkat motsvarar 20g 2% a\/SZ R% {0} {(x .2 =x)[xy,2€ R}, {(x x,0,0)|x€ R}
vikten, d.v.s. vikten ar 1 kg. Man kan notera att icke-vdttne
utgor 1% till en borjan, for att sedan oka till 2% av vikter3.2.2 Langt svar
d.v.s. en fordubbling. Vill man kan man tanka pa det som
om du spar ut valdigt lite i valdigt mycket vatten, s& ma
te du minska mangden vatten valdigt mycket for att kun
fordubbla koncentrationen av det som inte &r vatten. i
Sa slutsatsen ar: tag alltid procenttal med en nypa salt tm
du forstar vad de star for.

_ﬂlkor 1 ger fora=b =0 att 0O Sfor alla mangdefS. Vi

'Qner direkt att de tv& triviala mangderf@} ochR* uppfyl-

er villkoren.R* gor det eftersom den innehaller hela rummet

arbetar i och{0} eftersom O+ 0 = 0 och produkten alltid

ir 0 om minst en av de tva operanderna for produkten &r 0.

Villkor 1 sager oss att mangdehutgor ett linjart under-
rum till R* och vi vet att ett sddant underrum spanns upp av

2 Betygens betydelse en, tva eller tre basvektorer som alla ar skilda fran nolvek
torn. Fallet med noll respektive fyra basvektorer utgok

Hogskoleverket har kommit med en rappSamband mel- respektive hel®?.

lan betyg i gymnasieskolan och prestationer i hogskstam  Jag kommer att behandla de olika dimensionsfallen sepa-

finns att ladda ner fran http://www.hsv.se (2007 21:R).  rat och anvanda villkor 2 for speciellt valda vektogefor

De har sett ett starkt samband mellan betygen i materat--genom beréknande av produkten fa fram det resultat jag
tik och fysik och prestationerna pa civilingenjorsprograet  behover.



3.2.3 dimS=1 1 0
) ] 0 1 N
Antag att dinS= 1 och att vi har basvektorfa,b,c,d) £ 0. 3 b o |darb#0
Vi far -1 0
(a,b,c,d)«(1,0,0,0) = (0,—c,d,0)
Enligt villkor 2 skall da(0,—c,d,0) € Soch alltsa galler 1 0
a b .
(0,~¢,d,0) =A(ab,c,d) “1 o p | darabz0
-1 0

for nagot talA. Detta ger oss tva mojligheter. Antingen ar

/\ :f9 elllfr)\ #0.1 fa]let m_eg)\ 7?3136 inDdireITt genom att Ny skall jag visa att ingen av dessa fyra baser ger oss nagon
Jamtora komponentvis ait =0 ochd = 0. Detta le ergenomfungerande mang8. Jag gor det genom att visa att det gar

komponentvis jamforelse till att= 0 som leder till atb = 0. ; - o
. o i att bilda linjarkombinationer av basvektorerna som ger oss
Detta strider mot atta, b,c,d) # 0. Alltsa kan inteA 0. produkter soninte ligger i S.

| fallet medA = O far vi attc = d = 0. Vi beréknar darfor

(aa ba 07 O) * (Ov 07 07 1) = (Ov 07 b— a, O)

1. Bilda vektorn . Vi berédknar produkte

Om denna vektor skall vara en multipel@b,0,0) s& maste
a= b. Det innebar att on$ spanns upp av en enda vektor sa
har vi basvektorri1,1,0,0). 0
FOr att visa att rummet som spanns upp av denna vektor 0
0
1

o o1 h~O
o o1k~ O

5

= 2 . Detta element kan inte bildas med
-5

(a,,0,0)x(A,B,C,D) = (0,0,0,0) € S de foreslagna basvektorerna.

verkligen uppfyller villkor 2 konstaterar vi att

for alla varden p&,A,B,C,D € R. 4 4

N

324 dimS=3 . Bilda vektorn i_)a och berdkna 45a *
Nu skall vi anvédnda en egenskap i produkten. Vi observerar —4 —4
att forsta komponenten, i en produkt av tva element, ar den-
samma som fjarde komponenten med ombytt tecken. Detta
ger oss att varje elemenvi far fram som en produkt= xx*y
darx € Sochy € R* har krav pa sig att vara antingen 0 eller
z=(z,2,23,—2). Var mangdS maste alltsa vara fylld med 0 1
vektorer pa denna form. Den fjarde komponenten &r alltsd te vi ha S | x| 2 +y
“ointressant” och vi kan betrakta det som att vi skall bestam —4 0
ma ett tredimensionellt rum med tre basvektorer. Vi kanaval] ) \ 0 ) -1 ) o
vilka basvektorer vi vill, men enklast &r att val(ja 0,0, 1), vérden pa ochy. Det ar uppenbarligen oméjligt.
(0,1,0,0) och(0,0,1,0) som ger oss den fjarde komponen-
ten pa enklaste satt.

Vi kan vélja en annan bas sa lange som den basen ger 08s Bilda vektorn
samma mangd.

= . For att bilda denna vektor mas-

OO0 OoR
|
N

for nagra

O, OO

1 1
1 . 1
b och berékna b
-1 -1

3.25 dimS=2

=1 _1 . Denna vektor kan vi omdjligen fa

0

| det tvadimensionella fallet vill vi bestama en liknande
mangd dar forsta och fjarde komponenten ar beroende av

(oMol

varandra. Vi far ett antal mojliga basvektorer som kan skapa 1
vara element. Jag har reducerat baserna till det allra stekla . - N 0
N fram genom att bilda en linjarkombination gv
tankbara. b
0 0 -1
1| o 0
1. (vi har alltid forsta komponenten lika 1
0 1 och
0
0 0 0
med noll).
1 0 4
2. g 2 daraeR 4. Bilda  vektorn 4aJ5er och  berékna
-1 0 -4



4 1 0 sé& varje del av marken skall ha aref@a: 25\/3.
4a+5b O | _ | 5| penna vek- Enagrovovre grans dr =30 som erhalls genom att dra tre
5 0 —4 parallelltransversaler i triangeln som delar sidorna iitt
—4 -/ 0 o 0_ ) En annan variant ar att skapa ett cirkel med argaohv.s.
tor kan vi ej bilda som linjarkombination av vektorerna ) A 2573 . o
1 0 med radienm = \/; =14/ =2~ 3,7, sa somi figur 1.
a b 2 . .. 5
0 och 1 savida vi inte satteb = 3.
-1 0

Men detta ger oss ett krav pad basvektorn som gor att
vi hamnar utanfér rummet om vi betraktar vektorn
3

1
a ] 3a+20
1 _ -
3 0 + 16 1 1= 16 som mul
-1 0 -3 . . ) -
1 0 Figur 1: En variant. Notera att CE &r en rak linje genom
o 0 16 _ ) triangelns tyngdpunkt D daven om det inte ser ut sa. Cirkelns
tiplicerad med o | 9" 3 | oM Inte ar en - die ar r — \/in\@. A B,E ar mittpunkterna pa respektive
0 0 sida.
1 0
. o a % Vi vet att DB = 10tan 30 = % vilket ger att langden av
linjdrkombination av 0 och 1 de sma bitarna som gar fran cirkelns periferi till punkterna
-1 0

A B,E ar % — %@ Denna variant ger dd en omkrets pa

Vi kan alltsé inte ha ett underruBmed tva basvektorer.

10 [25/3 253
3.3 Extra fragan 3 N tom | — —=

Fyra mycket sndla systrar har fatt arva en kolonilott. Liotte
har formen av en triangel dér alla sidor &r tjugo meter. Syst-
rarna ar dverens om att dela kostnaderna for ett staket som 10V/3-15 /@ +10v/ V3~ 29510
delar in lotten i fyra till arean lika stora delar och dom Vid 7T 7
din hjalp med mdelmqgen.Sat}erupp det gor dom sjalva. Hlﬂtratta Ar mindre &n 30. Vi
kort kan du kan du gora ett sadant staket? Staketet kan vare N

. : o ) onikrets ar
krokigt. Beskriv formen pa staketet och ange langden med
tre decimaler. Du behover inte bevisa att ditt svar ar odtima o 25//3 ~ 23327
men om du gor det &r det forstas en bonus. m

kan aven observera att cirkelns

vilket gor att varje forsok med att innesluta arean med en
3.4 Extra svaret figur i det inre av triangeln (utan mer kontakt an eventuellt

Jag borjar med att beratta att jag inte har bevisat att deg fif tangeringspunkt med ndgon sida) kréaver, enligt isoperi-

nagon Kortaste langd eller mitt svar &r den kortaste langd@igtriska olikheter. > 23.327. Dessutom ar avstandet fran
Min I6sning gar ut pa att testa olika fall. cirkeln till sidorna det minsta majliga da cirkeln liggerttrii

triangeln. Att t.ex. flytta cirkeln uppat skulle leda tilt atrac-
korna som gar till punkternA och E skulle bli langre. Det
blir aven den stracka som gar il

Det kortaste staketet jag fann har langden 26,365 m (exkluHarnast férsoker vi med figur 2. | denna gallerlat: % .
sive 60 m som kravs for att hagna in hela triangelns kantp,/3 — 5,/3.
Formen visas i figur 4 och i denna figur skall héjd¢rvara
8.321809652... for att minimum skall uppnas.

3.4.1 Kortsvar

3.4.2 Langtsvar

Forst en observation. Jag réaknar inte med de 60 m staket som
skall omgarda hela tomten eftersom denna extra stracka ar
densamma for alla mojliga former pd staketet. Vill man kafigur 2: Vi testar med fler raka streck. Langden blir 48+
man latt addera 60 till mitt svar. Jag kallar den kortastg{arpn

den av staketet som atgar for

Arean for hela det triangelformade omradet ar Det gerL = 10+ 2-5/3 = 10+ 10v/3 ~ 27,321. Detta
1 . var alltsa en kortare variant an att innesluta ett omrade som
5°20-20 Sin60 = 100v3 vi gjorde i forra forsoket. Langdeln= 10+ 10v/3



Vi kan enkelt observera att om nagot av de i figuren lodrataLangden kan nu skrivas som
strecken skulle vara icke-lodrat, men fortfarande ha sk a
punkter i triangelns bas respektive pa parallelltranslers L(H) = 2H + 20— 2h+ 2\/(h— a)2+ (\/éa— H)Z
sa skulle det bidra till 6kad langd.

P& samma sétt skulle en forflyttning av andpunkten frgtyntionen ar definierad for@ H < 10v/3 med undantag for
parallelltransversalen leda till att vi 6kar langden. Jraumf unkter dar namnaren blir 0. Hade jag haft mer tid hade jag
med det allra forsta fallet med langden 30. Skulle vi flygs sk arbeta vidare exakt men jag blev tvungen att anvanda
ta andpunkten ut pa triangelns sida skulle langden bli anUplel. Jag gav foliande kommandon
langre for att tdcka samma area.

Vi har aven denna mojlighet (Figur 3) A:=25*%sqrt(3);

h:=H->10-A/2/H;
a:=H->(5*%A-20*H) / (20*sqrt (3)-75/H-2*H) ;
L:=H->2*H+20-2*h (H) +2*sqrt ((h(H) -a(H)) "2+
(sqrt(3)*a(H)-H)"2);
’ plot(min(30,L(H)) ,H=0..10*sqrt(3));
A L(sqrt(3)*5); # Detta gav mig svaret
#10+10*sqrt(3) vilket var véntat, se ovan.
Figur 3: Vi drar en parallelltransversal samt en halvcirkel minimize (L(H) ,H=0..10%sqrt(3),location=true);
och ett streck AB. evalf(%);

- . o . [225/3_ /5043 .. Dessa kommandon gav mig resultaltet-26,36485524 for
Vi finner att cirkeln far radierr = T m "~ H=8.321809652. Har visar jag grafen som plottades.

5,2504 vilket ger omkretsen

* )
mr = \/50mv/3 ~ 16,495 ‘ ’!

StrackanABkan dd inte vara langre an ea27— (16+10) = ® | |
1 menAB=5y3—r~ 3. * \‘
Det finns dock en kortare 16sning. Se figur 4.

y 4 8 12 16

Svar: Det kortaste staketet jag fann har langden
26,365m.

(o 4  Kul med primtal

20-2h

! Fran boken “Prime numbers” av David Wells maste jag ta
Dol upp tva saker. Forst det faktum att polynorpéh) = 30n —

1 13 producerar 411 primtal d&= 1,2,3,...,1000. Har borde

a h x man kunna formulera en uppgift som ror sannolikheten att fa
fram primtal for olika varden p&. Det far bli en 6vning till
l&saren.

Figur 4:Vi lagger in en rektangular yta samt drar linjer fran
hornen till triangelns 6vriga sidor.

| denna triangel, som vi har placerat i ett koordinatsyste%',l Uppvarmning med summor
galler att hojden H pa rektangeln bestammer allt. Det galil§gm inledning till det féljande vill jag ta upp summor Gver

att omA = 25/3 sd &r flera variabler. Betrakta
H(20— 2h) = A= h=10— ) S S
— A= h= - — ab
2H aZle:L
Vidare fér vi att arean for omradet som utgér frén koordinafad kan vi saga om detta uttryck? Vad betyder det? Det be-
systemets origo ar tyder att vi skall summera, for varje varde adran 1 till N,

for varje varde pd fran 1 till M, vardet av uttrycked - b. Lat

\/§a'a+ V3a+H oss ta ett exempel. L&t = 2 ochM = 4. Vi far da

h—a)=A
2 2 ( 2 4
som ger z z ab
_ 5A—20H 3 a=1b=l
- 20V/3— 7W5 —2H (3) Uttrycken blir &ndé inte speciellt enkla att jobba med.



Vi skall summera fom = 1 ocha= 2. Oma= 1 far vi

IN

1-b=1+2+3+4

b=1

och féra = 2 far vi

4
Z 2.b=2+4+6+8
b=1

eller om vi vill uttrycka det langre,

2:142.24+2.3+2.4=2(1+2+3+4)

Det vi gér &r att vi summerg¥g_, b och sedan multiplice-

rar med vardet pa (som har var 2). Vi har alltsa

-5 (a- bib)

»

a=1b=1

som vi kan skriva

S (32 (2)

For att forstd den sista likheten kan du tanka §iffy, b

Som 6vning kan du 6vertyga dig om att

N1 Ny Nm
. z fl(al) fz(az) . fm(am) =
aj=la)=1 am=1

N1 Np Nm
( Z fl(a1)> < Z fz(a2)> < Z fm(am)>
a;=1 ax=1 am=1

for funktionerfy, fo,..., f.

4.2 Liouville

Det desto intressantare fran boken ar ett resultat av Joseph
Liouville (1809-1882) som jag forst tankte illustrera metl e
exempel.

Talet 20 har foljande delare, 1, 2, 4, 5, 10, 20. Varje delare
har i sin tur delare; vi har

| Tal | Delare | Antal delare|
1 1 1
2 1,2 2
4 1,2,4 3
5 1,5 2
10 1,2,5,10 4
20| 1,2,4,5,10,20 6

Observationen som Liouville gjorde (och tydligen bevisa-

som en konstarB. Du summerar digzla- B som kan skri- de generellt) var att

vas(y2_;a) B. Vi har aven.
4 2
b
(22) (59

$ia

a=1b=1

Denna summa kunde vi allts& ha beraknat i en annan ordn{

genom att borja sumera for varje vardepallt detta lyckas

(14243+2+4+672=13+284+334+281416° (4)

| bada leden far vi 324. Detta ar dock ingen tillfallighet.

Med ett mer matematiskt skrivsatt handlar det om att for
je delare till n skall vi studera antalet delare till dessa tal

k. Antalet delare till ett tak skrivs (k). Vansterledet i 4 kan

tack vare att summornas granser och summationsvariabldf&FKrvas

oberoende av varandra, likasa ar uttryckieen produkt dar
vi kan bryta ut faktorer som bara beror p& en summationsva-

riabel.
Nar du ser ett uttryck som

2 4
ab
a=1b=1

s& skall du tanka att i den “inre” summar}_, ab s hander

inget med vardea. Det kan flyttas ut tilla- y¢_;b. Vi ser
aven atti summag2_;a-y¢_, b &rdeninre summagpy_, b

(T(1) 4+ 1(2) + 1(4) + 1(5) + T(10) + 1(20))?

eller mer allmant for varj& som delam;
2
kin

T(1)3+1(2)° 4+ 1(4)3+ 1(5)° + 1(10)* + 1(20)3

| hégerledet har vi

helt oberoende alv. Vi beréknar alltsd summorna var for siqaller mer allmant

och multiplicerar dem.
Har vi ett uttryck sdsom

N1 No Nm

aiaz...am

aj=lay=1 am=1

sa inser vi att vi kan skriva det som en produkt av enskilda

summoaor.

(22) (32) (3

Detta ar kdrnan i hela resonemanget.

7(k)®
kin

2

Fragan ar nu, vad ark)? Som jag nog namnde i férra num-
ret ar r(k) en multiplikativ funktion och da galler att om

k= p;ips2... pom att

T(pIp52... pam) = T(pIH)T(P32). .. T(PRM)

Vi vill nu visa att

(®)

(6)



Vi konstaterade att for primtad galler

7(p%) = (a+1)

T(pI*p3Z...pem) = (a1 +1)(a2+1)...(am+1)
Om vi nu antager att = p;*p52. .. pdm s& kommer varje de-
larek till n skrivas pa formen
k=pfp2...pf, 0<B<a, 1<i<m
Hogerledet i (5) kan da skrivas
oy a2 Om 3
StkP=35 S .Y r(pflpgz... ﬁqm) —
Kln B1=0B=0  Bm=0

och med (6) far vi

= zl zz zm (r(pfl)r(pgz)...r( ﬁm))gz

B1=0B2=0  Pm=0

och med vara tidigare resultat kan vi skriva detta

R RO R Rl O
B1=0 B2=0 Bm=0

=T ALY Br1R S Bt D® ()
B1=0 B2=0 Bm=0

Véansterledet i (5) kan vi nu skriva

2 a; Qa2 am 2
k| = Profe | pfn) | =
(%T( >> (Blz_oﬁzz_o Bmz_or(pl 0 ))
o az Om 2
<Z T(pf) > T(p?)... > T(pﬁ;“)) —

B1=0 B2=0 Bm=0

o1 ar Om 2
(z BitD) S (B+D)... S (Bm+1)> -

B1=0 B2=0 Bm=0

o 2/ a 2 am 2
< > ([31+1)> (Z (ﬁz+1)> < > (Bm+1)>

B1=0 B2=0 Bm=0
och detta uttryck ar lika med 7 eftersom

2
a _ a(a+1) 2: I 3
(2] - (2) = 55

Den sista likheten utgar jag fran att du kan sedan tidigare.
Annars visar du den latt med induktion.

Darmed har vi visat samma sak som Lioville visade for
over hundra ar sedan.

5 Daliga nyheter

Enligt skolverket s& har antalet elever som laser kursen Ma-
tematik E minskat ater igen. Varen 1999 var det ca 19% som
laste den, ar 2002 16% och ar 2006 enbart 10%.

llla varre! De vet inte vad for roligt de gar miste om!

http://www.skolverket.se/sb/d/203/a/10229



