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Téljaren dr en (néstan) manatlig skrift om matematik och
matematikundervisning riktad till alla intresserade. Jag upp-
manar ldsarna att hora av sig med egna funderingar och tan-
kar eller intressanta saker som kommit upp i klassrummet
eller i andra sammanhang. Allt for att stimulera till eftertan-
ke, kompetensutveckling och for att inte glomma bort hur kul
det dr med matematik. All respons dr vilkommen.

1 ©(72)

Idag fick jag en fraga fran en kollega som heter Bert. Den
ursprungliga fragan gick ut pa att bestimma pa hur méanga
olika sitt man kan fylla en skiva, som rymmer 72 minuter
ljud, med latar med lika lang lingd (ett helt antal minuter)
Vi diskuterade saken och en snabb koll visar att vi har 12
mojligheter, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36, 72. Det hela
kokar ner till att bestimma pa hur méanga olika sitt vi kan
vélja ut primtal ur faktoriseringen av talet 72. Som bekant &r
72 =23 .32 och vi har alltsa tre stycken 2:or och tva stycken
3:or.
Hir kan vi nu definiera en funktion

7(n) = antal olika positiva delare till n

T.ex. har talet 72 tolv delare vilket alltsa innebir 7(72) =
12. Hur fungerar denna funktion da? Vi kan borja med att
observera att for ett primtal p giller att 7(p) = 2 eftersom
p bara har delarna 1 och p. For en potens av primtal gil-
ler att T(p*) = k+ 1. Detta inses litt eftersom vi har delarna
l,pl,pz,...,pk.
| —

k+1 stycken

Nu ir inte 72 nagot primtal, sa hur gor vi da med fallet
T(n) dér n inte &r ett primtal?

Betrakta fallet med 7(p"¢™) dér p och g &r tva olika prim-
tal. For att fa en delare till talet p"¢™ viljer vi ett antal p
och sedan ett antal ¢; dessa val dr oberoende av varandra ef-
tersom p och ¢ ir olika primtal. Vi kan gora valet av p:na pa
n+ 1 olika sitt (= t(p™")) och valet av g:na pa m+ 1 olika sitt
(= 7(¢™)). Det totala antalet val blir ddrmed (n+1)(m+1).
Ur detta drar vi slutsatsen att

©(p"q") = =(p") - 7(¢")

da p och g ir relativt prima. Det #r detta som kinnetecknar
en sa kallad multiplikativ funktion inom talteorin. Med detta
dr det latt att komma till resultatet att for ett tal x som fakto-
riseras i primtal som

_ 0 0 03 o
X=Pp| Py D3 EERTRY 2

dir alla p; dr olika primtal, géller

[09)

7(x) :’L'(p'fclp2 p(;3 epiy=(og+1)(a+1) ... (0, +1)

Atergér vi till fallet med 7(72) sa giller alltsa
7(72) =1(2* - 3¥) =3+ D2+ 1) =12

Denna funktion stoter du pa i all inledande talteori.

11 72=23.32

Man kan observera att 72 = 23 - 3% och symmetrin i uttryc-
ket 23 - 3% ser ju onekligen intressant ut. Man kan #ven lisa
pa t.ex. wikipedia om Mihilescus teorem (eller Catalans for-
modan som den var kéind som innan den bevisades 2002) som
sédger att den enda 16sningen till den (Catalanska) diofantiska
ekvationen

xP—yl =1

ar just
32-23=1

Bortsett frén den triviala 1! —0'. Annorlunda uttryckt siger
satsen att de enda konsekutiva potenserna dr 8 och 9. Jag kan
tipsa om http://www.math.leidenuniv.nl/~jdaems/
scriptie/Catalan.pdf som innehaller bevis for satsen.
Det kriver dock en del forkunskaper, men vissa delar borde
#nda vara greppbart.

2 Ett fallande dgg

Pa internet sag jag en videosnutt fran Japan som visade hur
ett dgg foll fran 22m hojd. Fallet bromsades upp genom att
man placera ett 2 cm tjockt material pa marken. Agget holl!
Det ir en rejél inbromsning. Hastigheten med vilken dgget
triaffar underlaget pa marken drv =4/22-9,82 -2 20,8 m/s,
d.v.s. ndra 75 km/h! Med en bromsstricka pa hogst 2 cm,
med en genomsnittlig inbromsningsretardationen a m/s> och
om tiden for inbromsningen &r 7 s far vi sambanden

1
0,02 = EaT2 20,8—aT =0

som ger 0,02a = $(20,8)? och a = 10816 m/s”.

Jag har svart att fa rimlighetsanalysen att ga ihop.
3 Lunds matematiska sillskap
LMS héller tre moten nu i host. Dessa dr

e Manifestations of Fubini’s Nightmare som halls den den
3 oktober av Jorg Schmeling, Matematik LTH



o The stability of planetary systems den 7 november av
Melvyn B. Davies, Astronomi, Lunds universitet

e Pdrlor i kombinatorisk geometri den 6 december Paul
Vaderlind, Stockholm

For mer information om besok

http://www.matematik.lu.se/LMS/.
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4 xappa 2007

Matematiktdvlingen for ldrare, kappa 2007 har nu natt fram
till sista fragan. Jag repeterar fraga 4 och presenterar sedan
mitt svar som jag pa inget sitt vill framhalla som kort och
elegant. Direfter kommer fraga 5.

4.1 Fragad

1. En kompositor i paradiset vill komponera melodier for
sitt piano som &r odndligt utstrickt at bada hallen och
bara har vita tangenter. Hennes melodier skall ha egen-
skapen att efter en ton kommer antingen tonen niarmast
hogre eller ndrmast ldgre. Hur manga melodier kan hon
komponera som bestar av n toner, om alla melodierna
skall borjaien viss tangent och sluta med tangenten som
befinner sig k steg at hoger pa pianot?

2. En annan kompositor som befinner sig i skirselden har
ett piano som bara utstriacker sig odndligt till hoger (och
har en végg till vanster). Han vill komponera melodier
pa samma sétt som sin kollega i paradiset. Hur manga
melodier kan han komponera som bestar av n toner och
som alla borjar med tangenten ldngst till vinster och
som slutar med tangenten som har nummer k fran vins-
ter (tangenten ldngst till vinster har nummer 1).

3. En tredje stackars kompositor befinner sig i helvetet.
Dir har pianot bara 6 tangenter. Hur manga melodier
som bestar av 30 toner kan komponeras om man f6ljer
samma regel som kollegerna ovan och om alla melodier-
na borjar pa den forsta tangenten och slutar pa den fjirde
tangenten?

4.2 Svar fraga 4
421 Dell

Vi startar alltid pa tangent 1, sa egentligen &r uppgiften att ga
n— 1 steg, at hoger eller vinster, sa att vi totalt sett gar k fler
steg at hoger &n at vinster.

Vi kan dirfor tinka oss att vi har n — 1 forflyttningar och
% skall vara at hoger medan % skall vara at vénster.
Vi fragar oss dérfor: pa hur manga sitt kan vi vilja ut #
platser av de n — 1 dir vi skall placera hogerforflyttningarna?

Detta kan vi gora pa
n—1
n—1+k
2
n—1+4k

sitt. Vi observerar dven att detta gr endast att gora dd *—
ar ett heltal, d.v.s. n+ k dr ett udda tal. Om n + k #r jamnt sa
ar antalet sitt 0; det gar alltsa inte alls.

-1
Svar: Antalet sitt 4r <,’lllk) din—k=1mod2; 0

2
annars.

4.2.2 Del2

Hir har vi samma problem, men vi har begriansningen att vi
far aldrig ga till vinster om var startposition. Initialt kan man
rita upp foljande trad for att visa hur antalet sitt att na en viss
position vixer med antalet steg vi tar. Se figur (1).

1 2 3 4 5 6

Tangent nummer

Antal noter

Figur 1: Tradet beskriver hur vi (i roten) kan komma till férsta
positionen pa ett sitt. Dirifran nar vi den andra pa ett sitt.
Fran den andra positionen nér vi sedan antingen den forsta
(pa ett sitt) eller den tredje pa ett siitt. I det fjarde steget kan
vi sedan antingen na den fjirde positionen pa ett sitt, eller na
den andra positionen pa 2 siitt.

I princip kommer vi att addera de tva siffror som star ovanfor
en nod i tradet och pa detta sitt erhalla antalet sitt. T.ex. kan
vi hamna pa 3:e positionen efter 7 noter pa 9 olika stt.

Direkt kdnner man iver att stélla upp en rekursionsformel
liknande denna

fnk)=fln—Lk=1)+f(n—1,k+1) ()

dir f(n, k) &r antalet sétt att nd position k pa n steg. Den vigen
visade sig vara mig 6vermaktig. I stillet roterade och spegla-
de jag triddet och fick fram en ny struktur pa tridet, se tabell
1.

Observera hur antalet steg at vinster alltid borjar pa 0, me-
dan for stegen at hoger far stegen alltid ett virde. Man upp-
tacker snart monstret med att addera talet till véanster och talet
under for att bilda ett av talen i tabellen.

Lat oss kalla koefficienterna i tabell 1 for f(n,k) dér n dr
antalet steg at hoger och k &r antalet steg at vénster (uppat i
tabellen). Malet &r nu att bestimma en genererande funktion
h(x,y) sidan att den kan skrivas som en summa

h(x,y) = 2: 2:.f(n’k)xnyk 2
k=0n=0

Hir later vi n ga fran 0, sa vi far ldgga till det i var tabell.
bDet ger oss tabell
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Tabell 1: Tradet har blivit roterat och i horisontalled har vi
antalet steg at hoger och i i vertikalled antalet steg at vinster.

Vi ser att antalet sitt att ga 5 steg at hoger och 2 at vinster r
9.
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Tabell 2: Vi ldgger till kolumnen for n = 0.

Om ekvation (1) skall gilla sa kan vi arbeta bakldnges for
att fylla i alla luckor i tabellen. I och for sig sa dr det orimligt
(for vart problem) att ga fler steg at vinster @n at hoger, men
lat oss bortse fran det for ett dgonblick. Vi inser t.ex. att for
n =3 och k =3 maste vi ha f(3,3) = 0 ty annars skulle inte
f(4,3) = 5. Vi fyller pd med 0:or lings diagonalen. Dérefter
kan vi lika gérna fortsitta och fylla i hela tabellen. Resultatet
dr som visas i tabell 3.

ST-1[4][9[-14]-14] 0 |42
413550 |14]4
312210 | 5 [14]28
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Tabell 3: Triddet har blivit roterat och i horisontalled har vi
antalet steg at hoger och i i vertikalled antalet steg at vénster.
Vi ser att antalet sitt att ga 5 steg at hoger och 2 at vinster
ar 9. Notera alla de negativa virdena och symmetrin (bortsett
fran tecknet).

Ur tabellen ser vi att (1) fortfarande giller, dock med vill-
koren f(0,0) =0, f(0,k) = —1 for k > 0 samt f(n,0) =1
for n > 0. Utgér vi fran f(n,k) = f(n,k—1) + f(n— 1,k)
och multiplicerar med x" och summerar for alla n > 1 far vi

ankx _ank—lx"+2fn—1k

n=1

Med tilldgg for termen som motsvarar n = 0 samt utbrytning
av ett x i sista termen samt en skiftning av indexen far vi

ankx— f(0,k) = ank—l
=0

(3)

f(Ok—l+fonk S

Lat nu
gk(x) = Z f(mk)xk
n=0
vilket ger
8k(x) = f(0,k) = gr—1(x) — £(0,k — 1) +xgi(x)

som skrivs om till

gk(x) = gr—1(x) +xg(x) + £(0,k) — f(0,k—=1)  (4)
Observera att
go(x) = Zf(n,O)xk:1+x+x2+... )

n=0

och att f(0,k) — f(0,k—1) = 0 for alla k > 2 men —1 for

k=1.
Multiplicera nu (4) med y* och summera for k > 1. Det ger
Y ey =
k>1
Y a1y +x Y sy + Y (f F0k=1))*
k>1 k>1 k>1
som vi forenklar till
Y sy =Y g1 () +x Y gk (x)y* +(£(0,1) = £(0,0)) "

k>1 =1 =1

Y sl

k>1

Y—ngl

k>1

o +x Y gy -y
k>1

Ligg till termer (samt skifta index) sa att vi summerar fran
k = 0. Det ger oss

=y ) gl

k>1

XY —go(x )) -y

Kalla Y0 gk (x)y* for i(x,y) och vi far
h(x,y)
Med (5) far vi

h(x,y)

var ur vi loser

Y gk(x)y* —go(x
k>0

+x<2gk

k>0

—go(x) = yh(x,y) +xh(x,y) —xgo(x) —y

= yh(x,y) +xh(x,y) +x—y

X-y X y

- l—x—y 1—-x-y

h('x7y): l_x_yi

Detta uttryck skriver vi nu om som en geometrisk serie

h(xy)=xY (x+y) =y Y (x+y)

5s>0 5s>0

R g (e

s>01=0

som blir



Sitter vi likhetstecken mellan koefficienten framfor termen
x"y* i (2) sa far vi att vi i den vinstra summan skall vilja
t=n—1ochs=k+t=k+n—1.1den hdogra summan far
vit=nochs=t+k—1=n+k—1.Det ger

o= (151 (17)

k—1 k—1
Svar: (",%/") = ("7, )
For skojs skull kan vi testa med n = 6 och k = 5 vilket en-

ligt tabellerna ovan skall ge 42. Vi far enligt formeln i svaret:

10\ (10\ _10-9-8-7-6 10-9-8.7
5 4 )

2.3.4.5 2.3.4
423 Del3

=6-7=42

Lat oss rita pianot och hur man kan spela pa pianot. Uppen-
barligen borjar vi pa en tangent av udda nummer (nr 1) och
vi inser litt att i nidsta ton kommer vi hamna pa en tangent av
jamnt nummer (nr 2) och vi kommer dérefter alltid att vixla
mellan udda respektiva jimna tangentpositioner. Detta leder
oss till det ganska begrinsade rorelsemonstret vi ser i figur 2.

1 2 3 4 5 €

a b C
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at+2b+c b+2c

Figur 2: Bilden visar hur man, ifall man star pa tangenterna
nummer 1, 3 eller 5, kan komma till tangent 2, 4 eller 6 i
nésta ton. I nista steg 4r det ater en udda tangent som giller
(1,3,5).

Hir illustreras hur vi startar pa nagon av tangenterna
(1,3,5) och har funnit att man kan komma dit pa a respek-
tive b respektive ¢ olika sétt. I nésta steg kan vi komma till
2, 4 eller 6 pa a+ b, b+ c eller c sitt. I ndsta steg kommer
vi tillbaka till 1, 3 eller 5; men vi har di kunnat komma till
dessa positioner pa a+ b, a+ 2b+c eller b+ 2¢ olika siitt.

Detta ger oss nu ett rikneschema. Om vi star pa udda tan-
genter efter steg nummer n (vi star pa nummer 1 efter fors-
ta tonen) och antager att a,, b, och ¢, beskriver antalet sitt
att komma till dessa rutor enligt ovan; da kommer efter steg
nummer z + 2 foljande relation g'eilla

an+2 1
bur | = 1 )
Cn+2 0 1 2
Vi vet att vi initialt har a; = 1 och b; = ¢4 Genom uppre-

=0.
1 1 0

pade multiplikationer med matrisen | 1 2 1 | kommer
01 2

vi efter 29 steg att ha

aro 11 07%71 1557649
b | =11 2 1 0 | = | 3499720
€29 01 2 0 2806272

Denna utrikning gér man léttast med hjilp av dator eftersom
matrisen inte ger ndgon mojlighet till en trevlig diagonalise-
ring.

I den 30:e tonen skall vi na tangent nummer 4 och det kan
vi dd gora pa bag + c29 = 3499720+ 2806272 = 6305992 oli-
ka sitt.

Svar: 6 305 992 siitt

4.3 Fragas

Pa R* definieras en produkt * pa foljande siitt:
(a,b,c,d)*(d',b,c',d") =

(cd'—c'd,ac’ —d c+cb'—c'b,d'd—ad' +bd —b'd,c'd—cd')

eller mer lasligt uttryckt

a a cd —c'd
b, v | | ad—dc+eb —'b
c d dd—ad +bd —b'd
d d’ cd—cd

Bestim samtliga delmiingder S av R* som uppfyller féljande
tva villkor:

1. x,y € Soch a,b € R medfor ax+by € §

2. x€SochyéecR*medforxxyc S

Det ges ocksa en extrauppgift for att eventuellt avgora rang-
ordningen av de tdvlande utifall att juryn inte kan skilja dem
at.

Fyra mycket snala systrar har fatt drva en koloni-
lott. Lotten har formen av triangel dér alla sidor &r
tjugo meter. Systrarna dr 6verens om att dela kost-
naderna for ett staket som delar in lotten i fyra till
arean lika stora delar och dom vill ha din hjdlp med
indelningen. Sitter upp det gor dom sjdlva. Hur
kort kan du kan du gora ett sadant staket? Staketet
kan vara krokigt. Beskriv formen pé staketet och
ange langden med tre decimaler. Du behdver inte
bevisa att ditt svar dr optimalt, men om du gor det
ir det forstas en bonus.



