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Taljaren ar en (nastan) manatlig skrift om matematik odH9ur 1: Hur man viker strackai'2. Gor sjdlv som 6vning.

matematikundervisning riktad till alla intresserade. dpg-
manar lasarna att héra av sig med egna funderingar och W?thagoras satsi'DF ger
kar eller intressanta saker som kommit upp i klassrummet

eller i andra sammanhang. Allt for att stimulera till eftart (-1 +B-u)?=1

ke, kompetensutveckling och for att inte glomma bort hur kul N e

det &r med matematik. All respons &r valkomen. och satter viin (1) sa far vi
2-9)?*+B-u)?=1

1 LMS och med (2)

Lunds Matematiska Sallskap héll varens sista mote 9 maj 3\ 2

och Gert Almqgvist holl ett foredrag om omdjligheten i att 4+y* —dy+ (3 - —) =1

finna mer an sju diagonaler som skar varandra i en punkt i y

en manghdorning (bortsett fran centrum). Det var mycket som A 4yt =P+ 9y — 12— 2 =0

kom med i féredraget, bland annat metoder fér att konstrue- 4 5 5

ra approximationer ax-horningar, riktigt goda sddana. Aven y -4yt +12y7 — 18y +9=0

om 7-hdrningen ar omojlig med passare och linjal kan m@enna ekvation ser inte s& kul ut men genom prévning finner

med dessa metoder konstruera bra imitationer av sddanaman atty = 1 &r en I6sning. Det &r tur det, foér det som blir
Gert lat aven publiken konstruera tak® medelst origa- kvar ar enriktigt trevlig tredjegradsekvatiohPolynomdivi-

mi. Detta tal &r det tal som &r mélet att konstruera i det klagon ger oss den resterande ekvationen

siska problemet “kubens fordubbling” ( en kub med sidan

1 far dubbelt s& stor volym om sidan okas ). Med de y>=3y7+ 9% —9=0 3)

klassiska konstruktionsmetoderna &r det omajligt att kors e , ' .

era detta tal. Med origami gar det, ((jveenrg;ereell(jﬁ!\é)r; (\e/]:tlgfsnosrf att det finns endast en reell bt ti
Med origami far man ytterligare en mojlig konstruktion:

Givetotvé linjerL, och L, sé& kan man alltid vika pappret sa v =320y —9=(y—1°+6(y—1)—2

att tva punktei’; och P, hamnar pd.; respektivel.,. Detta

kan man utnyttja flitigt. ochf = 23 + 62 — 2 &r en strangt vaxande funktion. Vi kan
For att utféra konstruktionen sa startar vi med dtta heltalslosningar till ekvationen (3) men vi inser stadt

kvadratiskt papper med sidan 3. Vi markerar ut punkterfigy) = (y — 1)® +6(y — 1) — 2 ger attf(1) = —2 och

A,B,C,D,E, F,G, H somifiguren. Punktern@ ochD ar f(2) = 5 och vi har ingen heltalslésning dar emellan.

de punkter, p& H respektiveE I, somA respektiveB sam-  Istallet gor vi substitutionen
manfaller med da papprets viks enligt den strackade linjen.
Vik sjalv! y—1=t (4)

Czl rlar att ?1%; i Da: u och DF :t 3k_ ut Ka(ljlat _som ger ekvationet?+6t—2 = 0. Det andra steget i [ssandet
fi - ocill d t_ ﬁy; \\%n \(;TW man |r|1_e ar}[t 0 detlav en tredjegradsekvation ar att gora sig av med forstagrads
\guren sa gafler detag = viz. Viharnamiigen & termen. Det gér man genom den finurliga substitutionen

och likformigheten CGA och DEB ger b=w=2 ®)
1y o 3 2 IMed “riktigt trevlig” menar jag verkligen “riktigt trevlig s& som i det
a - g Bt ; ( ) man drémmer om att f& pa en examensskrivning.



dar 2:an beraknades genéifs och 6:an kom fran termet.

Detta ger oss da att

12 8
t3:w3—6w—|————3
w
och vi far
) 12 8 12
0=1t"4+6t—2=w —6w+————|—6w———2 =
w
Satt nu
q=u’
Det ger

8
g———2=0 <:¢>-2¢-8=0
q

som vi skriver
(q—4)(g+2)=0

q=4
q=-2

2 1
w=23 eller w=-23

med lésningarna

somi (6) ger

Vi valjer att endast fokusera p& = 23. Lasaren uppmanas
—+/2 ger samma 16s-

att sjalv verifiera att [6sningemw =
ningar i slutandan. Formel (5) ger oss da

och (4)gery = 1+t =1+ 23 — 23. Ekvation (1) ger

8
wP———2

w3

x = 2—23 +23. Den observante ser nu direkt att= 23 - -y

och pastaendet ar visat.

D

Figur 2: Hur man konstruera}’2 med hjalp avz ochy fran
origamidvningen.

2 Newtonsmetod for komplexa rotter

Newton-Raphsons metod for att numeriskt I6sa ekvationen
f(xz) = 0darf ar en funktion frarR till R k&nner vi alla till.
Vi har ju den iterativa formeln

Tn+l = Tp — —J{’((zz)) (7)

Givet ett startvarde, sa hoppas vi att,, narmar sig en los-
ning till ekvationen dé&» — oo. Om inga speciella hinder
foreligger sa brukar man redan fér= 20 ha fatt fram goda
approximationer av lésningen.

Som exempel tar vff(z) = 23 — 222 + 3z — 1. Maple
sager att Ildsningarna ar

eval f (sol ve(x”"3-2xx"2+3*x-1=0, X)) ;
0. 430 0. 785- 1. 307i 0. 785+1. 307i

Med hjalp av t.ex. Scilab letar vi upp den forsta roten (Wfat
df (x) vara derivatan ay (x))

deff("y=f(x)","y=x"3-2xx"2+3*x-1");
deff ("y=df (x)","y=3*x"2-4xx+3");
x=57;

format (40); // fler decimaler

Det trevliga med denna ekvation &r sa klart att vi far s&  x=x-f (x) / df (x)

otroligt enkla I6sningar till tredjegradsekvationen.

1.1 Kordasatsen

Sedan upprepar vi det sista kommandot flertalet ganger (ge-
nom att trycka pa “pilupp” tangenten foljt av “Enter”. Efter
ett par tryckningar ser vi att vi nar losningen. En kontrelb
akning

Anérarskaran tillfrdagades om huruvida de kande till denna

Det gjorde iallafall alla framfor mig. Hur kunskapslagetva  f (x)

pa de bakre bankraderna kan jag inte uttala mig om. | alla-

fall forsakrades det fr&n publiken om att studenternarir.o.ger svaret 0.

hosten skall fa lara sig denna och aven kunna bevisa den. Fden hur hittar vi de komplexa startvardena? Da maste vi

LTH planerar de tydligen att géra andringar i matematikuRorja med ett komplext startvarde eftersom (7) annarsgldri

dervisningen. Det skall bli intressant att f& héra mer om hgkulle ge oss ndgra komplexa vérden.

detta utvecklar sig. Lat oss testa med komplexa varden! Vad galler startvarde
Om vi tex. vetatt: = /2 s& anvander vi kordasatsen foyalier vi 42 + 3i. Det &r valt helt utan eftertanke. Lt oss se

att fa fram strackar{‘/—. 2. Vihar delningena H i C'som ger vad det ger.
x = ¢/2y. Dra upp strackam B s& atAF = x ochEB = 1.
Rita sedan uC'E med langdeny och rita cirkeln som gar
genomA, C ochB.

Enligt kordasatsen ar dQF =

X = 42 + 3+%

Notera hur vi skriver den imaginéra enheten. Vi kdr komman-

AE-EB __ z1 __ 3
e =zl = 2. dot




X = x - f(x)/df (x) | boken visas dven aty2 ar irrationellt p& ett mycket ele-
gant satt.
manga ganger och tillslut far vi till var férvaning det rent Om+/2 &r rationellt, d& skulle det finnas ett minsta positivt
reella resultatet 0,4301597... d.v.s. lésningen vi fadigéire. tal ¢ s atty/2q &r ett heltal, men det motsager det faktum att
L&t oss testa ett annat startvarde. Vi valey + 47i.2 k = (V2 —1) g ar ett mindre tal med samma egenskap.
Samma iterativa berdkningar ger78492 + 1,307141s, Det ar helt klart ett mycket elegantare bevis &n det som
d.v.s. en av de komplexa rotterna. Du kan sjalv kontrolléra ganligen brukar ges:
3 — 28i ger den andra komplexa roten. Fér att hitta I6sning-Antag atty/2 vore rationellt. Da skulle/2 = ¢ galla for
arna med Newton-Raphsons metod méste vi allts& anvatwdarelativt prima heltat ochb. Kvadrering och omskrivning
flera olika startvarden. Det ar nu det spannande bérjar. g& 26> = a? ocha maste vara delbart med 2 efters@nar

o0ss se vad foljande tre startvarden ger ett primtal. D& & = 2« for ett heltala och insattning ger
| Startvarde [ Lésning | efter forkortningb? = 2a? och da ar aven delbart med 2.
1,8461 + 0, 94188 | | 0,785-1,307i Detta strider mot ait ochb ar relativt prima och foljdaktligen

1, 8466 + 0, 94188 | 0.430 mastey/2 vara irrationellt.

1,8466 + 0,94208 i | 0,785+1,307i
Dessa startvarden ligger valdigt nara varandra, men de ge- . — 2007
nererar anda valdigt spridda I6sningar. Det vi har har ar ett
kaotiskt beteende. Smé &ndringar i invardet leder tillestarmatematiktavlingen for larare 16d senaste fragan:
skillnader i resultatet. Nar man utfér berakningarna sem ma
hur de plétsligt véxer sig stora for att sedan narma sig en av. Om a,b, ¢ &r positiva rationella tal sddana att
Isningarna. Va + Vb + /c ar ett rationellt tal s& mastg/a,
Om du gér till denna lankttp://ww. t al j ar en. Vb, \/c alla vara rationella tal.
se/ conpl ex_newt on. png s& kommer du att se hurjag|_|
har farglagt punkter i det komplexa talplanet beroende pa vi
ken av lésningarna de konvergerar mot. Dar finns aven kall- ]
kod for den som vill studera monstret narmre. | programnfetl  Bevis

kan du _klicka dig _nérmre och valja hur“pass n(.).grgnnt"m('jrgfn @+ /b + /e = r dérr &r ett rationellt tal, s& har vi

ter du vill se. I-_|arjag tur kf':m jag framstalla ett fardigt kérb fyra méjligheter. Antingen &r 0, 1, 2 eller 3 ava, v/, /¢

program for windowsanvandare. rationella. Vi skall nu visa att den enda majligheten ar Bdt a
tre &r rationella.

ar ar svaret jag gav pa detta.

3 Bocker e Om 2 av dem ar rationella s& kan vi utan inskrankning
antaga att det &;/a och+/b. Det innebdr att/c = 7-
Allan Gut har kommit ut med en bok som het&idhsten att \/_ _ \/E H(’)ger|edet ar rationellt men vansterledet ar

rakna’. Den kommer nog gdra sig bra i hangmattan i som- jrrationellt s& vi kan utesluta att tvd av dem ar rationella.
mar.

“Twenty years before the blackbo&st titeln p& en bok ~ ® Om 1 av dem ar rationellt sa kan vi utan inskrankning
av Michael Stueben. Undertiteln‘athe Lessons and Humor antaga att det ay'a. Det ger oss atf/b-+/c = r—/a =

of a Mathematics TeacherDen borde alla blivande larare i ¢ darq ér rationelit. Observera ajt7 0 eftersom hoger-
matematik f& lasa for den inneh&ller mycket tankvért aven om l€detar storre an 0 deochc ar positiva och irrationella.
minnesramsorna fér decimalerna ivar tamligen menings- Vi skriver om likheten till Vb = ¢ - Ve (_)_Ch kvadrerar.
l6sa. Det ger 0s$ = ¢2 + ¢ — 2¢4/c. Vi kan lésa ut/c och
Jag tankte citera ett par rader ur den fa 2
N @ +c—0
Q: How many psychologists does it take to change _ 2q _
a light bulb? Hogerledet &r rationellt medan vansterledet inte &ar det.
Vi kan alltsd inte ha det sa att bara en av dem ar ratio-

A: Only one, but the light bulb must really want to
change.

nellt.

e Om inget av dem &r rationellt s& skriveryia + vb =
r —/c. Kvadrering gew + b+ 2vab = 72 + ¢ — 2r\/c.
Vi kan skriva om det som/ab = ¢ — r\/c dirq =

Q: How many mathematicians does it take to
change a light bulb?

A: None. The mathematician merely gives the light % (r2 fce—a— b) ar rationellt. Ytterligare en kvadre-
bulb to a psychologist, therby reducing the problem ring gerab = ¢* + rc — 2qry/c. Vi l6ser ut,/c och
to a previously solved case. far
Vo= ab — ¢%> —r?c
Jag vet inte om man behdver saga s&@ mycket mer om det dar €= —2qr
med “matematiklararhumor”. Hoégerledet &r rationellt men vansterledet ar irrationellt
2Detta varde &r inte helt slumpmassigt valt utan har fuslgqogh valjer Det motsager at{/c ar irrationellt.
ett som passar mitt syfte. Man kan observera aft+# 0 eftersomy/ab + r\/c = q.



Den enda mojligheten som kvarstar &r att alla tre ar ratianel

4.2 k— 2007

Nasta fraga i matematik tavlingen ar tredelad och lyder

1. En kompositor i paradiset vill komponera melodier for
sitt piano som ar oandligt utstrackt at bada hallen och
bara har vita tangenter. Hennes melodier skall ha egen-
skapen att efter en ton kommer antingen tonen narmast
hogre eller narmast lagre. Hur manga melodier kan hon
komponera som bestar avtoner, om alla melodierna
skall bérjaien viss tangent och sluta med tangenten som
befinner sigk steg at hdger pa pianot?

2. En annan kompositdr som befinner sig i skarselden har
ett piano som bara utstracker sig oandligt till hdger (och
har en vagg till vanster). Han vill komponera melodier
pa samma satt som sin kollega i paradiset. Hur manga
melodier kan han komponera som bestandener och
som alla bérjar med tangenten langst till vanster och
som slutar med tangenten som har num#nfeén vans-
ter (tangenten langst till vanster har nummer 1).

3. En tredje stackars kompositér befinner sig i helvetet.
Dar har pianot bara 6 tangenter. Hur manga melodier
som bestar av 30 toner kan komponeras om man foljer
samma regel som kollegerna ovan och om alla melodier-
na borjar pa den forsta tangenten och slutar pa den fjarde
tangenten?

Svarstiden gar ut i slutet pa september och darefter kommer
fraga 5 som ar finalfragan.

5 Undervisning

Pa htt p://ww. peopl e. ex. ac. uk/ PEr nest/
ponme20/ ség jag en lank till ett dokument som handlade
om att undervisa matematik for en blind elev. Jag tittade
snabbt igenom och sag en del intressanta bilder. Brakrgknin
(i blandad form) med Braille kanns tufft.

6 Sommar

Jag kommer inte sluta tanka utan bara gora ett uppehall i for-
fattandet av Taljaren. Men jag aterkommer!



