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1 Gravitation

A. Dessmark stillde en fraga om ett paradoxalt resultat da
det giller gravitationskrafter. Om vi tinker oss en kropp med
massan 2m sa dr gravitationskraften proportionerlig mot

2m
R?
ddr R dr avstandet fran kroppens tyngdpunkt till en referens-

punkt O. Vi delar direfter upp kroppen i tva lika delar enligt
figur 1.

Figur 1: Kroppen delad i tva delar med varsin tyngdpunkt.

Kroppens delars tyngdpunkter ligger symetriskt pa avstan-
det r fran den tidigare gemensamma tyngdpunkten vilket ger
en gravitationskraft som 4r proportionerlig mot
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som vi forenklar till

2m [ 1447
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dir v = r/R > 0. Innebir detta att gravitationskraften har
okat?

Problemet med resonemanget ir att Newtons gravitations-
lag giller f6r punktmassor. For ett homogent klot géller (tror
jag) att gravitationskraften kan erséttas med gravitationskraf-
ten pa tyngdpunkten. Nir klotet delas erhalls inte klot utan
kroppar ddr man inte kan reducera varje bidrag till gravita-
tionskraften fran de sma delarna, som utgor hela kroppen.,
till en enda kraft som har sin angreppspunkt i delens tyngd-
punkt.
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2 Rita en ellips

Det klassiska séttet for detta dr ju att anvinda ett snore samt
tva spikar, men jag valde en annan modell.

Figur 2: Ellipsritare. I R 4r en penna fastmonterad och punk-
terna P och @ kan forflytta sig horisontellt respektive verti-
kalt i sparen.

I figuren har vi tva korslagda trébitar med spar som utgor
det naturliga valet av koordinatsystemet vi filler in i bilden.
Punkten R’s koordinater blir da (a cos «, bsin o). Detta dr
villkoren for en ellips eftersom
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2.1 Problem till lisaren

Att konstruera ett sétt s att man kan frisa till en elliptisk
form pa ett sikert sitt med hjilp av en vertikalfris eller ett
vanligt frisbord med en fastmonterad fris.

Jag skulle kunna anvidnda ndgon av ovanstiende metoder,
men Onskar samtidigt kunna flytta arbetsmaterialet fran fra-
sen ifall det uppstar problem. Detta gor att snérmodellen inte
fungerar och att byta pennan mot en fris i ovanstaende upp-
stdllning uppfyller inte detta sikerhetskrav.

3 Finlindska studentskrivningar

Pa http://www.hbl.fi/pagespeed/url/
static/static/nyheter/stexH6/stex.html
finns de finska studentskrivningarna fran hosten 2006. Bland
annat finns dér skrivningar for den langa kursen och den
korta kursen i matematik. For att fylla ut sa ligger jag in
proven hir.

Bedomningsanvisningar vore trevligt om man kunde hitta
ocksa. Till varje prov giller att hogst 10 uppgifter far 16sas.

3.1 Kort kurs

1. Los ekvationerna a) x+2(4+x) = —1b) SJ;—ZZ = sel3



10.

11.

Tva punkter A = (2,6) och B = (1, —1) dr givna. Be-
stdm a) ekvationen som gar genom punkterna A och B,
b) lingden av strickan AB c) koordinaterna for mitt-
punkten pa strickan AB.

Hur mycket 2-procentig desinfektionslosning behovs
for att den skall kunna spaddas ut till 500 ml 0,35-
procentig 16sning?

En abiturent har tva vickarklockor. Den nyare av dem
fungerar ritt med 98% sannolikhet och den dldre med
85% sannolikhet. Pa kvillen fore provet i matematik
sitter abiturienten bigge klockorna pa ringning foljande
morgon. Vilken &r sannolikheten for att att a) bada kloc-
korna, b) bara den ena klockan, c) ingen av klockorna
ringer korrekt?

Vid rengéring av takrdnnor pa en villa anvindes en ste-
ge med stillbar lingd. Nir stegen var fem meter lang
och rest mot en lodrit viigg, sa att den nedre #ndan stod
150 cm fran viggen, 1ag stegens 6vre énda precis en me-
ter for lagt. Hur mycket maste stegen forldngas, om den
nedre #ndan star kvar pa samma stille? Ge svaret med
en centimeters noggrannhet.

Kostnaderna for uppviarmning av ett hus vid kold &r di-
rekt proportionella mot skillnaden mellan temperaturen
inne i huset och temperaturen utanfér. Nir temperatu-
ren dr —2,0°C ute och 22,0° C inne, sénks innetempe-
raturen till 21,0°C. Med hur méanga procent sjunker da
uppviarmningskostnaderna?

. Laura gar till skolan pa 15 minuter. Oftast kommer hon

fram nir klockan ringer. En morgon startar hon 6 minu-
ter senare dn vanligt, och fastin hon skyndar sig kom-
mer hon for sent. Nir klockan ringer har hon dnnu 5%
av vigen kvar. Hur manga procent snabbare én vanligt
har hon da gatt?

I en rétvinklig triangel har hypotenusan lingden 12,4 cm
och den ena spetsiga vinkeln dr 64,5°. Triangeln roterar
runt den lidngre av kateterna. Berikna volymen av den
kon som bildas. Berikna ocksa mantelytans area.

Vi betraktar funktionen f(z) = #* — 3z + 1 i inter-
vallet [—1, 4]. a) Bestdm funktionens storsta och minsta
virde i det givna intervallet och rita funktionens graf. b)
Bestdm riktningskoefficientens storsta och minsta virde
for en tangent till kurvan y = f(x) i det givna interval-
let.

Grafen till ett andragradspolynom y = az? + bx + ¢ gér
genom punkterna (0, 0), (1,2) och (4, 3). Bestdm koef-
ficienterna a, b och ¢, och rita polynomets graf. Bestim
polynomets derivata nir x = 2.

a) Hur manga olika sittordningar kan astadkommas i
ett klassrum med 30 elever och 30 binkar? b) Pa hur
manga olika sitt kan de tre tomma binkarna véljas i ett
klassrum dér det finns 27 elever och 30 bénkar? Hur
manga olika sittordningar 4r mdjliga i denna klass? c)
Hur ménga ar skulle det ta for en dator att ga igenom
alla olika sittordningar i del a, om den kan behandla en
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biljon (10'2) sittordningar i sekunden? Ett ar &r i medel-
tal 365,25 dygn langt.

Mingden av ett radioaktivt &mne minskade pa ett ar med
0,043%. Bestdm dmnets halveringstid.

Priset pa en vara hojdes med p%. Pa grund av dalig at-
gang sinktes priset senare med 2p %, vilket resulterade
i ett pris som var 5,5% ldgre 4n fore prishojningen. Stall
upp en ekvation och bestdm p med hjilp av ekvationen.

En person spelar varje vecka pa lotto genom att via In-
ternet vilja en staende rad for tio veckor framat i borjan
av varannan manad. Berdkna hur mycket pengar perso-
nen skulle ha pa sitt bankkonto, om han istillet for att
spela pa lotto i 40 ar satte in 7 euro pa kontot i borjan av
varannan manad. Inséttningarn borjar den 1 januari och
har en arsrinta pa 1,5%. Killskatten beaktas inte.

Vid en automatisk hastighetskontroll fick man under
ett dygn information om sammanlagt 4190 fordon som
passerade mitstillet. Medelvirdet av hastigheterna i
samplet var 97,75 km/h och standardavvikelsen 10,70
km/h. Hastigheterna var approximativt normalfordela-
de. a) Bestim ett 95% konfidensintervall for medel-
virdet (vintevirdet) av hastigheterna. b) Uppskatta hur
manga av de foljande 1000 fordonen det dr som har en
hastighet av 6ver 90 km/h nir de passerar matstéllet.

3.2 Lang kurs

1.

a) Forenkla uttrycket (1 + z)® — (1 — x)3. b) Los ekva-

: z+1l _ =
tionen = T a1

a) Derivera uttrycket (23 + 1)e?® b) Beriikna integralen
21
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. Betrakta en cirkel med arean A. Hur stor &r arean av en

kvadrat som omskriver cirkeln? Hur stor dr aran av en
kvadrat som ir inskriven i cirkeln?

. Dela upp vektorn i+ 7_]" i komponenter parallella med

vektorerna @ = 2i + 3} ochb = —T7i+ 65.

. Ett foremal tillverkat av en legering av silver och kop-

par viger 150g, och dess densitet dr 10,1 kg/dm?>. Hur
manga procent av féremalets vikt bestar av silver och
hur manga procent av koppar? Silvrets densitet dr 10,5
kg/dm?® och kopparns 9,0 kg/dm?.

Bestim det storsta och minsta vérdet for funktionen
f(x) = cos® x + sin .

. En tomt har formen av en fyrhorning, dér tre pa varandra

foljande horn har vinklarna 70°, 125° och 110°. Sidor-
na som sammanbinder dessa horn dr (i samma ordning)
88 meter och 120 meter langa. Hur stor dr den fjdrde
vinkeln? Hur langa dr de tva 6vriga sidorna? Ange ling-
derna med en meters noggrannhet.

Bestdim den ekvation ax + by 4+ cz = 1 som beskriver
ett plan som gar genom punkten (1,1,1) och skir xy-
planet langs linjen z — y = 2.
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En rak cirkulédr kon har hojden h, medan basytans ra-
die dr r. Innuti konen placeras en sfar som tangerar
manteln och basytan. Bestdm sfdrens radie R. Bestdm
limy, oo R nidr r dr konstant, samt lim,._, ., R nér h ir
konstant.

Om en fyrabarnsfamilj vet vi att atminstone ett av bar-
nen 4r flicka. Vilken ér da sannolikheten att alla barnen
dr flickor? Om vi vet att minst tva av barnen #r flickor,
vilken dr da sannolikheten att tva av barnen dr pojkar?
Vi antar att pojkar och flickor fods med lika stor sanno-
likhet. Enligt statistiken f6ds pojkar med sannolikheten
p = 0,51 och flickor emd sannolikheten ¢ = 0,49. Vilka
blir svaren om dessa sannolikheter anvdnds? Vi antar att
barnen fatt sina kon oberoende av varandra.

Ekvationen 223 + y? = 6 bestimmer i en omgivning av
x = 1 en deriverbar funktion y = y(z) med y(1) = —2.
Bestdm ekvationen for tangenten till funktionens graf i
punkten (1,—2) och berikna den punkt dir tangenten
skér z-axeln.

Lat (z,,) och (y,) vara geometriska talfoljder. Visa att
produktféljden (z,) = (x,y,) ocksa &r en geometrisk
talfljd. Om den geometriska f6ljden (z,) konvergerar
och den geometriska foljden (y,,) divergerar, dr da folj-
den (z,) alltid divergent?

En cirkelbdge har dndpunkterna (—2,0) och (2,0), och
bagen loper genom punkten (0,1). Nér bagen roterar
runt x-axeln uppstar en rotationsyta. Bilda en integral
som upttrycker volymen av den kropp som ytan avgrian-
sar. Integralen behover inte beridknas.

Visa att funktionen

(r—a)? -1

y(a) = ———

4r en 16sning till differentialekvationen (y')? — (y? +
4)(y' — 1) = 0 for alla reella virden pa konstanten a.
For vilka virden pa a satisfierar funktionen begynnelse-
vilkoret y(1) = 2?

Berikna integralen f04 22dx numeriskt med hjilp av
Simpsons regel. Dela integreationsintervallet i fyra
delintervall. Verifiera att resultatet dr exakt. Undersok
med hjilp av feltermen vilka gradtal pa polynom som dr
sadana att alla polynom av dessa gradtal kan integreras
exakt med Simpsons regel.



